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1 EINLEITUNG 2
O
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1 Einleitung

Von Georg Cantor wurde 1873 entdeckt, dafl die Menge der reellen algebrai-
schen Zahlen abzahlbar ist. Wenige Wochen spater konnte er zeigen, dafl im
Gegensatz hierzu die Menge der reellen Zahlen nicht abzahlbar ist. Diese bei-
den inzwischen klassischen Resultate, die Bestandteil jeder Grundvorlesung zur
Analysis sein sollten, bildeten den Ausgangspunkt zur Entwicklung der Men-
genlehre als eigenstédndiger Theorie. Ausgehend von der Entdeckung, dafl auch
unendliche Mengen Unterschiede in ihrer Grole aufweisen, wurde von Cantor
eine Theorie der unendlichen Méchtigkeiten geschaffen. Neben diesen Unter-
suchungen entwickelte Cantor die transfinite Ordinalzahltheorie. Hierzu wurde
er durch seine Untersuchungen zu trigonometrischen Reihen inspiriert.

Von Cantor wurden die wesentlichen Begriffe bereitgestellt, die zur system-
atischen Untersuchung von unendlichen Mengen notwendig sind. So wurden
von ihm die Begriffe ” gleichméchtig”, ” Kardinalzahl”, ” ordnungsisomorph” und
”Ordinalzahl” geschaffen.

Der néachste Schritt in der Entwicklung der Mengenlehre war die Formulie-
rung eines geeigneten Axiomensystems. Damit wurde es moglich, die intuitiven
Vorstellungen zu prazisieren.

Es zeigte sich, dafl sich innerhalb des durch die Mengenlehre vorgegebenen
Rahmens die gebrduchlichen mathematischen Objekte wie natiirliche, ganze,
rationale, reelle Zahlen geeignet représentieren lassen und daf ihre charakter-
istischen Eigenschaften beweisbar werden. In diesem Sinne liefert die Mengen-
lehre ein Fundament, auf dem aufbauend sich die Mathematik entwickeln 148t.
Von Cantor wurde der Begriff der Menge in einer Arbeit von 1895 wie folgt
erklart:

Unter einer "Menge” verstehen wir jede Zusammenfassung M von
bestimmten, wohlunterschiedenen Objekten m unserer Anschauung
oder unseres Denkens (welche Elemente von M genannt werden) zu
einem Ganzen.

Hierbei wird der Begriff der Menge auf andere Begriffe zuriickgefiihrt, die
ebenfalls nicht klar sind. Was soll eine ”Zusammenfassung” sein? Somit han-
delt es sich bei der Beschreibung von Mengen durch Cantor um keine Definition.
Sie hilft uns jedoch, eine intuitive Vorstellung davon zu erlangen, was wir als
Mengen bezeichnen wollen. Dabei treffen wir folgende Vereinbarung: Wenn M
eine Menge und a ein Objekt ist, das zu M gehort, so driicken wir das durch
a € M (gelesen ”a ist Element von M”) aus.

Schon bald zeigte sich, daf§ der Begriff ”Zusammenfassung” prézisiert werden
muf, wenn man nicht zu Widerspriichen gelangen will. Von B. Russel wurde
1901 die folgende Antinomie angegeben:

Man betrachte alle Objekte z, die sich nicht selbst als Objekt enthalten, d.h.,
fir die gilt ¢ x. Wir wollen diese Eigenschaft mit £ bezeichnen. Wir fassen
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alle Objekte, die die Eigenschaft £ besitzen, zu einer Menge M zusammen. Wie
verhélt sich nun die Menge M selbst in bezug auf die Eigenschaft £7 Angenom-
men, M hat die Eigenschaft £ nicht. Also ist M € M. Dann ist aber sofort
M ¢ M. Analog erhalten wir aus der Annahme, dafl M die Eigenschaft &
nicht hat, da8 M ¢ M, und wir haben sofort M € M. Wir erhalten also den
Widerspruch, dafl M die Eigenschaft £ weder haben noch nicht haben kann.
Wie kénnen wir diesen Widerspruch vermeiden? Am besten, indem wir préizisieren,
welche Zusammenfassungen zugelassen werden und welche nicht. Wir beschreiben
dazu die Mengenlehre als abstrakte Theorie in einer formalen Sprache. Dabei ist
die Theorie durch eine Reihe von Axiomen gegeben. Wir vermeiden durch dieses
Vorgehen, erklaren zu miissen, was eigentlich Mengen sind, und der Mengen-
begriff hdngt nicht von der speziellen Intuition jedes Einzelnen ab. Ein solches
Vorgehen ist bereits aus der Geometrie bekannt: Es wird nicht erklart, was
Punkte sind. Statt dessen wird durch Axiome festgelegt, welchen Bedingungen
die Punkte geniigen sollen.

Zum Teil bedingt durch unklare Begriffsbildungen entstand in der Anfangs-
zeit der Mengenlehre eine heftige Diskussion iiber ihren Sinn. Dies reichte
von totaler Ablehnung bis zur euphorischen Begriifung als Fundament der Ma-
thematik. So duflerte sich Poincaré: ”Spétere Generationen werden die Men-
genlehre [Cantors| als Krankheit ansehen, von welcher man sich erholt hat.”
(Proc. IV. Int. Congr. Rome (1908), 167-182). Von Hilbert stammt der
folgende bekannte Ausspruch: ”Aus dem Paradies, das Cantor uns geschaffen
hat, soll uns niemand vertreiben kénnen.” (Uber das Unendliche, Math. Ann.
95 (1926), 161-190). Aus heutiger Sicht kann man sagen, dafl die Mengen-
lehre ihren festen Platz in der Mathematik gefunden hat, auch wenn es immer
wieder Diskussionen iiber die Rolle der Mengenlehre gibt. Die Mengenlehre
liefert ein Fundament, auf das im Bedarfsfalle zuriickgegriffen werden kann. Es
sind neue Gebiete der Mathematik entstanden, wie z.B. die mengentheoretische
Topologie, die Theorie der reellen Funktionen und die Funktionalanalysis, die
untrennbar mit der modernen Mengenlehre verbunden sind. In anderen Gebie-
ten der Mathematik, wie in der Mafitheorie und Teilen der Algebra, benutzt man
erfolgreich Methoden der Mengenlehre. Es gibt jedoch auch Teile der Mathe-
matik, wie z.B. grofle Teile der klassischen Analysis oder Algebra, in denen man
kaum mit Problemen oder Methoden der Mengenlehre in Beriihrung kommt.
Es macht keinen Sinn, einen Algebraiker oder Analytiker, der keine Verbindung
zur Mengenlehre benétigt, dazu bringen zu wollen, unbedingt auf die Mengen-
lehre Bezug zu nehmen. Andererseits sollten aber auch Mathematiker, die nicht
mit der Mengenlehre in Beriihrung stehen, tolerant genug sein, um zu akzep-
tieren, dafl man in vielen Teilen der Mathematik nicht umhinkommt, auf die
Mengenlehre zuriickzugreifen.

Der axiomatische Standpunkt, bei dem der spezielle Charakter der einzelnen
Mengen aufer acht gelassen wird, ist oftmals fiir die praktische Arbeit ungeeignet.
Jeder Analytiker hat eine ganz konkrete Vorstellung etwa von der Zahlenger-
aden oder der Sinusfunktion. Die Vorstellung, die man vielfach mit konkreten
Mengen verbindet, ist oftmals hilfreich, mathematische Zusammenhénge zu be-
greifen. Dieses gesunde Herangehen an konkrete Probleme soll keinesfalls durch
die Mengenlehre eingeschriankt werden. Nur mufl man sich auch dariiber im
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klaren sein, dafl dieser Standpunkt ungeeignet ist, wenn man die Struktur der
Mengen selbst untersuchen will.

Das am haufigsten benutzte Axiomensystem fiir die Mengenlehre ist das Axi-
omensystem von E. Zermelo und A. Fraenkel. Mit diesem System werden wir
uns auch im folgenden beschéftigen. Die Mengen, die man in dieser Theo-
rie beschreiben kann, haben mit den Mengen, mit denen der Mathematiker
iiblicherweise arbeitet, recht wenig gemeinsam. Auf einen Unterschied sei schon
an dieser Stelle hingewiesen: Wenn man mit der Menge der reellen Zahlen ar-
beitet, stellt man sich iiblicherweise jede einzelne reelle Zahl als ein Element der
Menge aller reellen Zahlen vor. Dabei hat eine einzelne reelle Zahl keine weit-
eren Elemente, sondern ist eine Einheit, die nicht weiter zerlegt werden kann.
Da es viele reelle Zahlen gibt, gibt es auch viele solche Einheiten. So etwas
gibt es bei den Modellen der Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre nicht. Es gibt hier
genau eine Menge, die keine weiteren Elemente enthalt, namlich die leere Menge.

2 Einige allgemeine Vorbemerkungen

Wir beginnen mit einem vorbereitenden Kapitel, in dem wir einige allgemeine
Begriffe zusammenstellen, die wir im weiteren benotigen werden. Dies mag auf
den ersten Blick tiberraschend erscheinen, da ja oft von der Mengenlehre als von
dem Fundament der Mathematik gesprochen wird. Aber um dieses Fundament
beschreiben zu kénnen, werden einige Begriffe benotigt. Wir miissen unter an-
derem auch schon mit Mengen arbeiten. Dabei stellen wir uns zunéchst auf den
Standpunkt, daf} jeder eine gewisse Vorstellung davon hat, was eine Menge ist.
Auflerdem nehmen wir an, dafl der Leser mit Begriffen wie Teilmenge, Durch-
schnitt, Vereinigung, Mengendifferenz und Kreuzprodukt im intuitiven Sinne
vertraut ist, d.h., diese Begriffe z.B. in der Analysis anwenden kann.

Wir beginnen mit dem Begriff der partiellen Ordnung. Sei A eine Menge und <
eine zweistellige Relation auf A, d.h., wir kénnen < auffassen als Teilmenge von
A x A. Statt (a,b) € < schreiben wir a < b. Damit < eine partielle Ordnung
ist (im folgenden schreiben wir p.o. als Abkiirzung fiir partial order), muf fiir
alle x,y, z aus A gelten:

(L1)  (Reflexivitat)
T < T

(L2)  (Antisymmetrie)

wenn x < y und y < x, so ist x = y;

(L3) (Transitivitat)

wenn x < y und y < z, soist z < z.
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Wenn z < y und = # y ist, so schreiben wir hierfiir als Abkiirzung x < y.
Wenn auflerdem fiir alle z,y aus A gilt

(L4) (Komparabilitit)

x <y odery<ux,

so bezeichnen wir die p.o. als lineare Ordnung.
Wir geben jetzt einige Beispiele fiir p.o.’s an:

Beispiele: (1) Sei {0,1}* die Menge aller endlichen Folgen aus 0 und 1.
Fir a,b € {0,1}* sei

a <1 b gdw. a ist Anfangsstiick von b.

(2) Auf der Menge IN \ {0} der natiirlichen Zahlen grofler als O fithren wir
eine partielle Ordnung <5 ein durch

a <9b gdw. a ist ein Teiler von b.

(3) Auf der Menge der endlichen Teilmengen von der Menge IN der natiirlichen
Zahlen fiihren wir eine p.o. <g ein durch

a<s3b gdw.a Cb.

(4) Auf der Menge R der reellen Zahlen fithren wir eine p.o. <4 ein durch

a <4b gdw. b — a ist eine nichtnegative ganze Zahl.

(5) Auf der Menge G der ganzen Zahlen fithren wir eine lineare Ordnung
<5 wie folgt ein:

(mod 2) und b — a ist nichtnegativ oder

a<sbgdw. a=b
a=0 (mod2)und b =1 (mod 2).

[a=d
~
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Die Ordnung sieht wie folgt aus:

2<54<56<5---<51<53<555---

Sei A eine Menge mit einer p.o. <, a,b € A. a heifit minimal, wenn fiir alle
c € A aus ¢ < qa folgt ¢ = a. a heifit mazrimal, wenn fiir alle b € A aus a < ¢
folgt ¢ = a. a heiit Minimum, wenn fiur alle b € A gilt a < b, und a heifit
Maximum, wenn fiir alle b € A gilt b < a.
Man sieht leicht, dafl ein Minimum ein minimales Element und ein Maximum
ein maximales Element ist. Wenn die p.o. A ein Maximum besitzt, so ist dieses
Maximum das einzige maximale Element und wenn A ein Minimum besitzt, so
ist dieses Minimum das einzige minimale Element.
Sei (A, <) eine p.o., B C A. B heifit nach oben (bzw. nach unten) beschrdnkt,
wenn es ein a € A gibt mit Vb € B(b < a) (bzw. Vb € B(a < b)). a heifit
in diesem Fall obere (bzw. untere) Schranke. Eine Teilmenge K von A heifit
Kette, wenn die Elemente von K paarweise vergleichbar sind.

Sei A eine Menge. Eine zweistellige Relation = heifit Aquivalenzrelation,
wenn fiir alle z,y, z € A gilt:

(E1) (Reflexivitat)

(E2) (Symmetrie)

r=y gdw. y=ux;

(E3) (Transitivitit)

wenn x =y und y = 2z, so ist x = z.

Beispiel (6) Sei A die Menge aller Teilmengen von IN. Fiir a,b € A sei
a =4 b, wenn (a\ b) U (b\ a) endlich ist. Man iiberzeugt sich leicht, dafl =, auf

der Menge A eine Aquivalenzrelation ist. Wir setzen

aAb=(a\b)U(b\ a)
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und bezeichnen aAb als symmetrische Differenz.

Seien A, B zwei Mengen. Wir nennen A und B gleichmdchtig (und schreiben
dafiir A ~ B), falls es eine eineindeutige Abbildung f von A auf B gibt. Man
sieht leicht, daf fiir beliebige Mengen A, B und C gilt:

A= A;

wenn A= B, soist B~ A;

wenn A~ Bund B=C, soist A~ C.

Somit sind hier formal alle Aussagen erfiillt, die fiir eine Aquivalenzrela-

tion gelten miissen. Aber es gibt hier folgendes Problem: Aquivalenzrelationen
haben wir auf Mengen definiert, aber hier haben wir als Grundbereich alle Men-
gen vorliegen. Aber da es keine Menge gibt, die alle Mengen enthélt, ist &~ im
oben angegebenen Sinne keine Aquivalenzrelation.
Entsprechend sagen wir, dafl die Madachtigkeit von A kleiner oder gleich der
Mdchtigkeit von B ist (geschrieben A < B), wenn es eine eineindeutige Abbil-
dung von A in B gibt. Eine Menge A heifit abzdhlbar, wenn A ~ IN (mit IN
bezeichneten wir die Menge der natiirlichen Zahlen). Eine Menge A ist gle-
ichmdchtig dem Kontinuum, wenn A ~ IR (mit IR bezeichneten wir die Menge
der reellen Zahlen).

Sei A eine Menge und < eine lineare Ordnung auf A. Wir nennen A
Wohlordnung, wenn jede nichtleere Teilmenge von A ein kleinstes Element be-
sitzt. Dann ist IN eine Wohlordnung, wahrend G und IR keine Wohlordnungen
sind.

Sowohl beim Begriff der Menge aller Teilmengen einer gegebenen Menge
als auch beim Begriff der Wohlordnung kénnen uns nach einigem Nachdenken
Zweifel kommen, ob es sich hierbei um korrekte Begriffsbildungen handelt. Was
ist, wenn verschiedene Personen unterschiedliche Vorstellungen davon haben,
was alles als Teilmenge einer gegebenen Menge auftreten kann. Vielleicht weif3
der eine auf Grund tieferer Einsicht von mehr Teilmengen einer gegebenen
Menge als der andere. Wahrend der erste nach seinem Kenntnisstand eine
gegebene lineare Ordnung als Wohlordnung betrachtet, weifl der andere von
der Existenz einer nichtleeren Teilmenge, die kein kleinstes Element besitzt.
Man kann diese Schwierigkeiten nur umgehen, wenn man davon ausgeht, daf3
jeder die gleichen Mengen kennt. Wie man diesen Standpunkt rechtfertigen
kann, werden wir in den folgenden Kapiteln sehen.

3 Formale Sprachen und Modelle

Es ist nicht Anliegen dieses Buches, formale Sprachen im Detail zu entwickeln.
Dazu sei der Leser auf die Standardliteratur verwiesen. Wir beschreiben hier
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formale Sprachen und den Modellbegriff so weit, wie es flir das Verstdndnis der
folgenden Kapitel notwendig ist.
Die Grundsymbole unserer formalen Sprachen sind:

- die logischen Konnektoren A und —;

- der Quantor 3;

- fiir jede natiirliche Zahl i ein Variablensysmbol v;;

- das Gleichheitszeichen =;

- eine Menge {r; : ¢ € I} von Relationssymbolen sowie eine Menge
{fj : j € J} von Funktionssymbolen;

- die Klammern (, ), [,],{ und } als technische Zeichen.

Weiterhin haben wir Funktionen 79 : I — IN'\ {0} und 71 : J — IN, die jedem
Relations- und Funktionsymbol seine Stelligkeit zuordnen.

Die Relations- und Funktionssymbole bezeichnen wir als nichtlogische Symbole
der Sprache, die restlichen Zeichen als logische Symbole der Sprache. Nullstel-
lige Funktionssymbole bezeichnen wir auch als Konstantensymbole. Die Sprache
der Mengenlehre enthélt als einziges nichtlogisches Zeichen das zweistellige Re-
lationssymbol €.

Intuitiv haben die Zeichen folgende Bedeutung: A bedeutet und” und — be-
deutet "nicht”; 3 bedeutet ”es existiert”, € bedeutet ”ist Element von”, =
steht fiir ”ist gleich”. Die v; sind Variablen fiir Mengen. Die Klammern sind
technische Zeichen, die benétigt werden, um den Wirkungsbereich der logischen
Konnektoren zu kennzeichnen.

Unter einem Ausdruck verstehen wir eine beliebige endliche Zeichenkette aus
den obigen Zeichen, z.B. sind 3 A —vqv3 und vis € vi4 Ausdriicke der Sprache
der Mengenlehre.

Wir definieren jetzt Terme. Mit Term bezeichnen wir die kleinste Klasse T', die
folgendes enthalt:

(i) Firjedesi e INistv; € T.
(i) Wenn tg,...,tn,—1 € T, i € I und 71(i) = n, so ist fi(to,...,tn—1) € T.

Wir definieren jetzt Formeln. Mit Form bezeichnen wir die kleinste Klasse
F, die folgendes enthalt:

(1) wenn s,t € Term, soist s =t € F;
(i)  wenn tg,...,tn—1 € Term, j € J und 19(j) = n, so ist rj(to, ..., tn—1) € F;
(iii) wenn ¢ und % Formeln sind, so sind auch (¢ A1), (—¢) und (Jv; ¢) Formeln.

FEinige haufig benutzte logische Konnektoren wie — und V fehlen unter den
zur Sprache gehorenden Konnektoren. Sie lassen sich jedoch mit den bereits
vorhandenen logischen Zeichen ausdriicken. So 148t sich der Quantor V (mit der
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Bedeutung " fiir alle”) durch die bereits vorhandenen Zeichen ausdriicken. Statt
(Vv; ¢) konnen wir aquivalent schreiben (—(3v; (—¢))). Weiterhin sehen wir, dafl
in der letzten Formel eine Vielzahl von Klammern vorkommen, die nicht ger-
ade die Lesbarkeit fordern. Wir vereinbaren daher, dafl wir nicht notwendige
Klammern weglassen kénnen. So schreiben wir fiir die letzte Formel einfach
—dv; =p. Wir fiihren folgende Abkiirzungen ein:

(i)  Vu; ¢ steht als Abkiirzung fiir —-3v; ¢

(ii) @ V9 steht als Abkiirzung fir —(—p A —));

(iii) ¢ — 1 steht als Abkiirzung fiir (=) V 9;

(iv) ¢ < 1 steht als Abkiirzung fir (¢ — ) A (¥ — ¢);
(v) v; # vj steht als Abkiirzung fiir =(v; = vj).

Weiterhin benutzen wir im Fall der Sprache der Mengenlehre v; ¢ v; als
Abkiirzung fiir ~(v; € vj).

Wir legen fiir die logischen Konnektoren die Starke ihrer Bindung fest. —, A,
V, —, < ist die Auflistung der Konnektoren in fallender Stérke ihrer Bindung.
So bedeutet @ A ¢ V x dasselbe wie ((—¢) A ¢) V x.
Wir benutzen oftmals z, y und z als Zeichen fir Variablen. Das heift, fiir x,
Yy, z usw. konnen beliebige Variablen eingesetzt werden. So steht z.B. x € y
fir vg € vy, v2o € vy, v1 € v;. Wir werden Formeln haufig nicht explizit
ausschreiben. Der Grund dafiir ist ganz einfach: Oftmals haben die Zeichenrei-
hen, die eine Formel darstellen, eine sehr uniibersichtliche Form. Dann ist es
glinstiger, die Formel verbal zu beschreiben. Es muf3 aber gesichert sei, daf} der
verbal formulierte Sachverhalt auch als Formel aufgeschrieben werden kann.
Jeder Formel wollen wir alle ihre Teilformeln zuordnen. Dazu definieren wir
eine Funktion Subform, die jedem ¢ € Form alle ihre Teilformeln zuordnet.
Dies geschieht wie folgt:

Subform(ty =t1) = {to = t1 };

Subform(ri(to, ..., tn—1)) = {ri(to,...,tn—1)}, wobei i € I und 79(i) =
n;

Subform(p A1) = {p AY}U Subform(p)U Subform(i));
Subform(—¢) = {—¢}U Subform (p);

Subform(Jv; ) = {Jv; e}U Subform(yp).

Der Wirkungsbereich des Vorkommens eines Quantors Jv; in einer Formel ¢ ist
die eindeutige Unterformel Jv; ¥ von . So ist der Wirkungsbereich von Juvs in
Jug (1)0 S 7)2) VAN —|(E|'U3 ('1}3 = 1)1)

A(v1 = v3)) die Formel Jus (v3 = v1).

Das Vorkommen einer Variablen v; in einer Formel ¢ ist gebunden, wenn sie im
Wirkungsbereich des Vorkommens eines Quantors Juv; liegt. Andernfalls heifit
das Vorkommen von v; frei. So ist in der Formel Jvq (v1 = v2) V Vg (v1 = v9)
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das erste Vorkommen von v; gebunden, wihrend das zweite Vorkommen von
vy frei ist. Man beachte, dal das Vorkommen von vy gebunden ist.

Fine Formel, in der es kein freies Vorkommen einer Variablen gibt, heiffit Aus-
sage. Wir bezeichnen mit Sent die Menge aller Aussagen der Sprache L.

Wir schreiben ¢(zg, ..., zp—1), wenn wir ausdriicken wollen, dafl in ¢ die
Variablen z, ..., ,_1 frei vorkommen. Wenn v, ..., y,_1 andere Variable sind,
so bezeichnen wir mit ¢ (yo, ..., yn—1) die Formel, die wir aus ¢ erhalten, indem
wir jedes freie Vorkommen von x; durch y; ersetzen. Eine solche Ersetzung ist
zuldssig, wenn kein freies Vorkommen eines z; im Wirkungsbereich von Jy; liegt.
Damit wird gesichert, daf8 die Formel ¢(xy, ..., z,—1) iiber xg, ..., x,—1 dasselbe
aussagt wie ¢(yo, ..., Yn—1) Uber yo, ..., yn—1. Wir setzen im folgenden stets vo-
raus, dafl alle Ersetzungen zuléssig sind. Wenn wir ¢(xo, ..., ,—1) schreiben, so
bedeutet das weder, daf} alle z; in ¢ frei vorkommen, noch dafl alle Variablen,
die in ¢ frei vorkommen, unter den x; zu finden sind.

Sei z.B. p(vg) die Formel Jvs (vg € v1). Dann ist p(ve) die Formel Jvs (ve € v1).
¢(vs3) ist die Formel Jus (v3 € v1), aber die letzte Formel ist keine zuléssige Er-
setzung.

Wir fithren folgende Abkiirzungen ein:

Vg ...xp—1 ¢ steht flir Vag...Va,—1 ¢;

dxg ...xp—1 @ steht fiir Jxg... Jz,_1 @;

Az p(z) steht fir Jz [p(z) AVy (e(y) — = =y)];
Jz € y p steht fir dz (z € y A p);

Va € y o steht fiir Vo (x € y — ).

Bei den Sprachen, die wir hier beschrieben haben, handelt es sich um
Sprachen erster Stufe. Im Gegensatz zu Sprachen hoherer Stufe darf nicht
iiber Mengen quantifiziert werden.

Sei ¥ C Form, ¢ € Form. Wenn ¢ aus ¥ beweisbar ist (fiir die Definition der
Beweisbarkeit sei hier wieder auf die Standardliteratur verwiesen), so schreiben
wir X F ¢. Eine Menge 3 von Formeln heifit inkonsistent, wenn es eine Formel
¢ gibt, so dafl ¥ F ¢ und ¥ - —=¢. Andernfalls heifit > konsistent.

Eine Menge Y von Aussagen wird auch als Theorie erster Stufe bezeichnet.

Wir kommen jetzt zu den Begriffen Modell und Erfiillbarkeit. Sei A eine
Menge, fiir jedes i € I sei R; € A™@ und fiir jedes j € J sei F}; eine Funktion
von A™0) in A. Wir bezeichnen (A, (R;)icr, (Fj)jes) als Modell der Sprache.
Dabei ist A der Grundbereich, R; (bzw. F}) ist die Interpretation von r; (bzw.
fj)- Im Fall der Sprache der Mengenlehre besteht ein Modell aus einem Tupel
(A, E) mit E C A?. E ist dabei die Interpretation von €. Wir benutzen oftmals
auch fiir F das Zeichen €. Wir setzen

A = (A, (Ri)ier, (Fj)jer).

Eine Belegung (der Variablen) ist eine Funktion s, die jeder natiirlichen Zahl
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ein Element aus A zuordnet. Fiir gegebenes s ordnen wir jedem ¢t € Term ein
t% € A wie folgt zu:

7 (b0, s by y—1) = F5(t5 85, () 1)-

Induktiv iiber den Fomelaufbau definieren wir die Relation
A }:s @

(gelesen: ¢ ist in dem Modell A unter der Belegung s erfiillt). Wir sagen auch:
@ ist in A unter der Belegung s giltig.

A ):5 tg =t gdw. tg = ts;

A ):s Ti(to, --~7t7—1(z‘)—1) gdw. (t‘a, ""til(i)—l) € R;;

A =, —p gdw. nicht A =5 ¢;

ANy gdw. A s ¢ und A =5 9

A =, Ju; o gdw. es eine Belegung t gibt mit s(k) = t(k) fir alle k # i, so da§

Sei p(vg, ..., Un—1) € Form, ag, ...,an—1 € A, s eine Belegung. Wir schreiben

A ):5 QO(G/O’ ceey an—l)u

wenn A = o(vg, ..., vp—1) flir diejenige Belegung ¢, fiir die gilt t(i) = a; fur
i > mn und t(z) = s(7) sonst.
Wenn ¢ unter jeder Belegung gilt, so schreiben wir (4, (R;)icr, (F})jes) E ¢-
Wenn ¢ eine Aussage ist, so gilt ¢ fiir irgendeine Belegung s gdw. ¢ fiir jede
Belegung gilt.
Wenn ¥ eine Menge von Aussagen ist, so heifit A Modell von ¥, wenn A = ¢
fiir jedes ¢ € 3. Wir schreiben hierfiir A | X.
Eine Menge ¥ von Formeln heifit konsistent (oder widerspruchsfrei), wenn es
ein Modell von ¥ gibt.
Sei 3 eine Menge von Formeln, ¢ eine Formel. ¢ heifit relativ konsistent bzgl.
¥, wenn aus der Konsistenz von ¥ auch die Konsistenz von ¥ U {¢} folgt.
Unter einer Theorie verstehen wir eine Menge von Aussagen. Sei X C Sent.
Wir setzen

Y ={pc Sent: T+ o}
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Eine Theorie heifit axiomatisierbar, wenn es eine rekursiv aufzahlbare Menge
A von Aussagen gibt mit A" = X", Das ist genau dann der Fall, wenn X" rekur-
siv aufzahlbar ist.
Eine Theorie ¥ heifit vollstindig, wenn fiir jede Aussage ¢ gilt X F ¢ oder
Y F .
Sei A ein Modell der Sprache L. Dann bezeichnen wir mit Th(A) die Menge
aller Aussagen ¢, die in A giiltig sind. Sei X eine Theorie. Wir schreiben
Mod(X) fir die Klasse aller Modelle von X.
Sei ¢(vg, ..., vp—1) € Form, A ein Modell von L. Dann setzen wir

o ={dec A": A |= p(@)}.

Der Teil der mathematischen Logik, der sich mit dem Studium von Modellen
von Theorien erster Stufe beschéftigt, heifit Modelltheorie. Zu den wichtigsten
Resultaten der Modelltheorie gehéren die folgenden:

(1) Vollstandigkeitssatz. Eine Theorie ¥ der ersten Stufe ist konsistent
gdw. X erfiillbar ist.

(2) Kompaktheitssatz. Sei ¥ eine Theorie erster Stufe. Dann ist ¥ kon-
sistent gdw. jede endliche Teilmenge von ¥ konsistent ist.

(3) Erster Unvollstandigkeitssatz. Wenn eine konsistente, axiomatisier-
bare Theorie hinreichend kompliziert ist (speziell, wenn sich die Arithmetik in
Y. interpretieren 1483t), so gibt es eine Aussage ¢ mit X I/ ¢ und X I/ —¢.

(4) Zweiter Unvollstiandigkeitssatz. Wenn eine konsistente, axioma-
tisierbare Theorie hinreichend kompliziert ist, so kann man in ihr nicht ihre
eigene Konsistenz zeigen.

Diese Sétze wurden von K. Godel gezeigt.

Die beiden Unvollstédndigkeitssatze sind fiir uns von grofler Bedeutung. Wir

werden zeigen, daf} sich in der Mengenlehre, die wir in den folgenden Kapiteln
beschreiben werden, die Arithmetik interpretieren 148t. Damit haben wir keine
Moglichkeit, unsere Theorie zu einer vollstandigen Theorie zu erweitern.
Anders ausgedriickt, wie sehr wir uns auch anstrengen und versuchen, unser
Axiomensystem zu perfektionieren, wir konnen immer wieder Aussagen ange-
ben, die aus unserem System noch nicht folgen (vorausgesetzt, wir haben keine
widerspruchsvolle Theorie).
Der zweite Unvollstandigkeitssatz impliziert, dafl wir nie wissen kénnen, ob
unser Axiomensystem widerspruchsfrei ist. Falls unser System widerspruchsvoll
ist, haben wir die Chance, irgendwann einmal auf einen Widerspruch zu stofen.
Wir haben keine Moglichkeit, diesen Fall auszuschlielen.
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Mit Sprachen erster Stufe kann man nicht alles ausdriicken, was im mathe-
matischen Alltag verwendet wird. So hat man keine Moglichkeit, den Begriff
der Wohlordnung zu charakterisieren.

Sei L die Sprache, die als einziges nichtlogisches Symbol < enthélt. X sei die
Menge, die aus folgenden vier Aussagen besteht:

Vo (x < z);
Vey(x <yAy<z—x=y)
Veyz(z<yAhy<z—z<z2);
Vey(r<yVy<a).

Wir zeigen, daBl es keine Menge ® von Aussagen der Sprache L gibt, so daf3
Mod(X U @) die Klasse aller Wohlordnungen ist.
Angenommen, es gabe eine solche Menge ®. Sei L’ die Sprache, die aus L
entsteht, indem wir zu L abzéhlbar viele nullstellige Funktionssymbole {¢; : i €
IN} aufnehmen. Da es unendliche Wohlordnungen gibt, ist ¥ U ® U {¢; # ¢ :
i,k € N, i # k} konsistent. Ebenfalls konsistent ist

Y=YUdU{c;<cpAci#cp:i ke Nk <i}

(man sieht leicht, dafl jede endliche Teilmenge von X' erfiillbar ist). Damit
gibt es nach dem Kompaktheitssatz ein A € Mod(X'). Aber in A gibt es eine
unendliche absteigende Folge, also ist A keine Wohlordnung.

Oftmals ist es sinnvoll, eine gegebene Sprache L definitorisch zu erweitern.
Das bietet sich auch in der Mengenlehre an. FErst durch Aufnahme neuer
Relationen und Funktionen wird es moglich, die Komplexitat vieler Formeln
in vertretbaren Grenzen zu halten. Sei ¥ eine Theorie in einer Sprache L,
d(Voy ey Un—1), ¥ (00, ..., V) € Formund es gelte ¥ F Vg ... U130, ¥ (0o, ..., ).
Dann definiert ¢(vo, ..., vp—1) in kanonischer Weise eine n-stellige Relation Ry
und (v, ..., vp) definiert in kanonischer Weise eine m-stellige Funktion F.
Insbesondere gilt: Wenn A |= ¥, so ist ¢ eine n-stellige Relation und ¢4 ist
eine m-stellige Funktion.

Wir schreiben ¢ = 9, wenn wir ¢ als Abkiirzung fiir ¢ einfiihren.
Sei L’ die Sprache, die aus der Sprache L entsteht, indem wir zu L die beiden
nichtlogischen Zeichen 74 und f,, aufnehmen. r4 ist dabei ein neues n-stelliges
Relationssymbol und fy, ein neues m-stelliges Funktionssymbol. (Die Funktio-
nen 79 und 71 sind entsprechend fiir die Sprache L’ zu erweitern.) Sei weiterhin

" =Yg ... Vn—1 (T$(V0, .o, Un—1) <> G(V0, ..., Un—1));
Y =Yg ... v (fp(V0, ooy Um—1) = Uy < Y (V0, ..., Um));

¥ =Y U {¢*v*}.
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Wir bezeichnen die beiden neuen Aussagen in ¥ als Definitionen der neuen
Funktion bzw. Relation. Sei A = X. Sei

R=¢%  F=y%
A= (Aa (Ri)i€I7R7 (Fj)jEJaF)

Dann ist

Ay

Sei ¥ = (zg,...,xk—1). Jeder Formel ¢'(Z) der Sprache L’ 148t sich eine
Formel ¢(Z) der Sprache L zuordnen derart, daB fiir beliebiges @ € A* gilt

A ¢(@) gdw. A E (d).

Somit erhoht sich die Ausdrucksstéarke einer Theorie nicht, wenn man die
Sprache um neue Funktions- und Relationssymbole erweitert und gleichzeitig
zur Theorie die entsprechenden Definitionen hinzunimmt.

In der Mengenlehre arbeitet man mit einer Vielzahl von definierten Funk-
tionen und Relationen. Das ist notwendig, um die benutzten Formeln einiger-
maflen lesbar aufschreiben zu kénnen. Oftmals werden diese neuen Funktionen
und Relationen verbal beschrieben bzw. mit Hilfe von bereits an fritherer Stelle
neu eingefithrten Funktionen und Relationen definiert. KEs ist in allen Féllen
problemlos moglich, die entsprechenden Formeln in der Sprache L anzugeben.
Der Leser moge das als Ubung fiir einige der im folgenden Text vorkommenden
Definitionen durchfiihren.

4 Das Axiomensystem

Wir kommen nun zu den Axiomen des Systems ZFC, der Zermelo-Fraenkel-
Mengenlehre mit Auswahlaxiom.

Das erste Axiom unseres Systems wird nur der Bequemlichkeit halber aufgenom-
men. Es besagt lediglich, dafl iiberhaupt eine Menge existiert:

(A0) (Mengenexistenz)

Auf dieses Axiom kann verzichtet werden, da es sich aus den Axiomen
der Pradikatenlogik ableiten 148t. Da wir aber auf die Angabe der formalen
Regeln des logischen Schlielens sowie der Axiome des Pradikatenkalkiils ver-
zichtet haben, nehmen wir (A0) einfach zu unseren Axiomen hinzu.

Das néachste Axiom, das Extensionalitatsaxiom, besagt, dal zwei Mengen gleich
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sind, wenn sie gleiche Elemente enthalten:
(A1) (Extensionalitdtsaxiom)

Vey(x =y Vz(z €x < 2z €vy)).

Dieses Axiom impliziert, dafl es hochstens eine Menge gibt, die kein Element
enthélt. Wir erinnern in diesem Zusammenhang an ein bereits frither erwéahntes
Beispiel: Seien rg und rq zwei verschiedene reelle Zahlen. Dann enthalten rg
und 71 keine Elemente. (Ublicherweise bezeichnet man reelle Zahlen auch nicht
als Mengen.) In unserem System miifiten ro und r; gleich sein. Das kann nur so
gedeutet werden, daf} sich reelle Zahlen in unseren Modellen nicht unmittelbar
wiederfinden lassen. Wir treffen folgende Vereinbarung: Wenn eine Menge a
genau die endlich vielen Mengen by, . .., b,_1 als Elemente enthalt, so schreiben
wir fiir a auch {bg,...,bp—1}.

Das folgende Axiom besagt, dafl wir aus zwei Mengen eine dritte Menge bilden
konnen, die genau diese beiden Mengen als Elemente enthalt:

(A2) (Paarmengenaxiom)

VeydzVu(u €z —u=xVu=y).

Wir nennen die Menge z, die gerade « und y als Elemente enthalt, das un-
geordnete Paar von z und y und schreiben {x,y}. Als geordnetes Paar von x
und y bezeichnen wir die Menge {{z}, {z,y}}. Wir schreiben fiir diese Menge
(z,y). Wir wollen uns tiberlegen, dafl (z,y) tatséchlich existiert: Aus (A2)
folgt zunéchst, daBl {z} eine Menge ist (mit = y). Ebenfalls aus (A2) folgt,
daBl auch {z,y} eine Menge ist. (A2) angewandt auf {z} und {z,y} liefert uns
schlieBlich, daBl {{z}, {z,y}} als Menge existiert.

Man zeigt leicht, dafl folgendes gilt:

Lemma 1: Fir geordnete Paare (ug,u1) und (v, v1) gilt (ug,u1) = (vo, v1)
gdw. ug = vy und uyp = vy.

Fiir drei gegebene Mengen a, b und ¢ definieren wir das geordnete Tripel als
((a,b),c) und schreiben dafiir (a,b,c). Entsprechend definieren wir das geord-
nete (n+ 1)-Tupel der Elemente ay, ..., ay, als ((ag,...,an—1), ayn) und bezeich-
nen es mit (ag, ..., an).

Es folgt nun ein Axiomenschema:

(A3) (Komprehensionsschema)
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Fiir jede Formel (), in der y nicht frei vorkommt,

VzIyVe (z €y — x € 2N p(x)).

Dieses Axiomenschema wird oftmals auch als Aussonderungsschema beze-
ichnet.
Die Menge y, die aus allen x aus z besteht, die p(z) erfiillen, bezeichnen wir mit
{z € z: p(x)}. Wir kénnen dieses Axiomenschema wie folgt beschreiben: Sei z
eine Menge und & eine Eigenschaft, die sich durch eine Formel der Mengenlehre
beschreiben 148t. Dann bilden alle Elemente von z, die diese Eigenschaft &
besitzen, wieder eine Menge.
Als Anwendung dieses Axioms zeigen wir, dafl eine Menge existiert, die kein
Element besitzt: Aus (A0) folgt, dafl iiberhaupt eine Menge a existiert. Sei
o(y) =y # y. Dann enthélt die Menge a* = {z € a : ¢(x)} kein einziges
Element. Wir bezeichnen diese Menge mit () und nennen sie die leere Menge.
Aus Axiom (A1) folgt, dafl diese Menge eindeutig bestimmt ist und nicht von
der Wahl von a abhangt.
Mit Hilfe von (A2), dem Paarmengenaxiom, kénnen wir zeigen, dafi neben der
leeren Menge weitere Mengen existieren. Mit x = y = () erhalten wir die Menge
{0}, mit x = 0, y = {0} erhalten wir die Menge {0, {0} } usw.
Wir kénnen die Mengen, die durch das Komprehensionsschema erzeugt werden,
auch mit Hilfe von Funktionen beschreiben. Sei ¢ eine Formel, in der y nicht
frei vorkommt. Fy, sei die Funktion, die jeder Menge a die Menge b zuordnet, fiir
die gilt Vy (y € b — y € a A ¢(y)). Dann haben wir mit der zuvor eingefiithrten
Schreibweise Fi(a) = {y € a: p(y)}.
Wenn die Familie aller Mengen a, die eine gegebene Formel ¢(y) erfiillen,
in Menge b enthalten ist, so folgt aus dem Komprehensionsschema, dafl wir
alle Mengen, die ¢(y) erfiillen, zu einer Menge zusammenfassen kénnen. Wir
schreiben dann oft einfach {a : ¢(a)}.

Analog zu Russels Paradoxon kénnen wir zeigen, dafl es keine Menge gibt,
die alle Mengen enthélt:

Theorem 2: -3z Vz (x € 2).

Beweis: Angenommen, es gibt eine Menge a mit Vz (x € a). Sel ¢(y) =
yéy Seib={y€a:y¢y} Dannist b € a. Aber b € b gdw. b ¢ b. Dieser
Widerspruch zeigt, daf es keine Menge geben kann, die alle Mengen enthalt. O

Wir schreiben a C b als Abkiirzung fiir Vo (x € a — x € b). a C b driickt
aus, dafl a eine Teilmenge von b ist. Wir schreiben a C b fiir a C bAa # b, d.h.,
a C b driickt aus, dafl a echte Teilmenge von b ist.

Mit einer Menge A soll auch die Vereinigung dieser Menge existieren. Dies
wird durch das néchste Axiom gesichert:
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(A4) (Vereinigungsaxiom)

Ve3yVz(z €y« Ju(u € x Az €u)).

Wir schreiben | z fiir die Vereinigung von z, d.h., | J x bezeichnet die Menge
{z:3u € z(z € u)}. Fir Mengen a und b setzen wir a Ub = (J{a, b}.
Fiir z # () definieren wir den Durchschnitt von z als die Menge aller derjenigen
z, fiir die gilt Yu (u € x — z € u). Sei a € z. Dann ist der Durchschnitt von x
gegeben als {y € a:Vz(z € x
— y € z)}. Somit folgt bereits aus (A3), dal der Durchschnitt einer nichtleeren
Menge existiert. Wir bezeichnen diesen Durchschnitt einer nichtleeren Menge
mit ()2 und setzen (0 = (). Fiir Mengen a und b setzen wir a Nb = ({a, b}.
Dabei heiflen Mengen a und b disjunkt, wenn a N'b = () ist. Sei d eine Menge.
Eine Familie D von paarweise disjunkten Mengen (d.h., wenn a,b € D, a # b,
so sind a und b disjunkt) heifit Zerlegung von d, wenn d = |J D.

Das néchste Axiom besagt, daB mit einer Menge = auch die Familie aller
Teilmengen von x eine Menge bildet:

(A5) (Potenzmengenaxiom)

VrIyVz(z €y« z Cx).

Die Menge aller Teilmengen von x nennen wir die Potenzmenge von x und
bezeichnen sie mit P(x).
Das kartesische Produkt (oder auch Kreuzprodukt) x X y zweier Mengen x und y
ist die Familie aller geordneten Paare (a,b) mita € z,b € y. Fiira € x, b € y ist
{a},{a,b} € P(xUy), also ist (a,b) € P(P(zUy)), also ist z xy C P(P(xUy)).
Aus (A5) folgt nun, dafl = x y eine Menge ist: Man sondere aus der Menge
P(P(xUy)) diejenige Menge aus, die durch die Formel ¢(y) beschrieben wird,
die aussagt, dafl "y ein geordnetes Paar (u,v) ist mit v €  und v € y”. Der
Leser moge als Ubung eine Formel mit diesem Inhalt explizit aufschreiben.
Eine Menge R heifit (bindre) Relation, wenn es Mengen x und y gibt mit R C
x xy. Wir fiihren die Funktionen dom und rng definitorisch durch die folgenden
Formeln ein

dom(a) ={z: Jy ((z,y) € a)};
rng(a) = {z: y ((y,z) € a)}.

Falls a eine Relation ist, so sind das gerade der Definitions- und der Wertebere-
ich von a.

Da dom(a) C |JJa und auch rng(a) C |JJa ist, folgt mit Hilfe des Kompre-
hensionsschemas die Existenz von dom(a) und rng(a). Somit kénnen wir die
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Sprache der Mengenlehre um die Funktionen dom und rng erweitern.
Wir setzen fiir beliebige Mengen a,

o' ={(y,2): (2,9) € a}.

Aus dem Reflexionsschema, folgt, dafl a=! existiert. Wir nehmen ~! ebenfalls
zur Sprache der Mengenlehre auf. Wenn R eine Relation ist, so ist R~! die zu
R inverse Relation.
Seien R und S Relationen. Dann bezeichnen wir als Komposition von R und S
die Relation

RoS ={(z,2): y((z,y) € SA(y,2) € R)}.

Dann ist Ro S C dom(S) x rng(R) und aus dem Aussonderungsschema folgt,
dal R oS wieder eine Menge ist.
Eine Relation R ist eine Funktion, wenn sie folgendes erfiillt:

Veyy'((x,y) € RA(z,y) e R—y=1y).

Sei f eine Funktion, (a,b) € f. Dann schreiben wir wie allgemein iiblich
f(a) = b. Wir sagen f ist eine Funktion von a in b, wenn dom(f) = a und
rng(f) C b. Entsprechend heifit f Funktion von a auf b, wenn rng(f) = b ist.
Seien F' und G Funktionen mit rng(F) C dom(G). Dann ist F' o G eine Funk-
tion mit

dom(F o G) = dom(F) und rng(f o G) C rng(G). Weiterhin ist fiir alle
a € dom(F), (FoG)(a) = F(G(a)).

Seien a und b irgendwelche Mengen. Wir bezeichnen mit “b die Menge aller
Funktionen von a in b.

Bemerkung: Es sind sowohl %a als auch a® als Bezeichnung fiir die Menge aller
Funktionen von b in a gebrduchlich. Wenn keine Verwechslungen mit der Kar-
dinalzahlexponentiation auftreten kann, werden wir auch a® fiir die Menge aller
Funktionen von b in a benutzen.

Sei a eine beliebige Menge. Eine Funktion f heifit endlichstellige Funktion
auf a, wenn es eine natiirliche Zahl n gibt mit dom(f) C o™ und rng(f) C a.
Sei R eine Relation. Die Einschrinkung von R auf eine Menge « ist die Menge
{(a,d) : (a,b) € RAa € x}. Wir bezeichenen die Einschriankung von R auf z
mit R|,.

Sei f eine Funktion, a eine Menge. Wir setzen

f'(a) ={z:3u € alr=f(u)}
fHa) ={z: f(z) € a}.

Wir schreiben oft fla] fir f”(a). Eine Funktion ist 1-1 oder injektiv, wenn
Vay € dom(f)(z #y

— f(z) # f(y)). Eine Funktion f : A — B heifit Surjektion auf B (oder einfach
surjektiv), wenn rng(f) = B ist. f: A — B heifit Bijektion von A auf B, wenn
f injektiv und Surjektion auf B ist. Das ist genau dann der Fall, wenn f~! eine
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Funktion mit dom(f~1) = B ist.

Seien A und B Mengen, R C Ax A, S C Bx B. Wir nennen (A, R) und (B, 5)
isomorph (geschrieben (A, R) = (B, S)), wenn es eine Bijektion f : A — B gibt
derart, daB Vzy € A(xRy < f(z)Sf(y)).

Es folgt wieder ein Axiomenschema:
(A6) (Ersetzungsschema)

Fiir jede Formel ¢(x,y), in der y nicht frei vorkommt,

Vo € adly p(z,y) — Ve € aJy € zp(z,y).

Dieses Axiomenschema wird oftmals auch als Reflerionsschema bezeichnet.
Dieses Axiom sichert uns, dafl fiir jede Funktion F', die durch eine Formel
reprasentiert werden kann, fiir jede Menge a auch F”(a) eine Menge ist. Das
ist sicher dann der Fall (als Folge des Komprehensionsschemas), wenn F' selbst
eine Menge ist. Somit kann (A6) nur dann neue Mengen liefern, wenn durch
¢(x,y) eine Funktion repréasentiert wird, die keine Menge ist.

(A7)  (Fundierungsaxiom)

Ve(x #0— JyecaVzex(z¢y)).

Durch dieses Axiom wird gesichert, daf} sich keine Menge selbst als Element
enthalten kann. Weiterhin folgt aus diesem Axiom, daf} es keine endliche Menge
{ao,...,an—1} geben kann mit ay € a; € - -+ € ap—1 € ap.

Mit unseren bisherigen Axiomen konnen wir noch nicht garantieren, daf
iiberhaupt eine einzige unendliche Menge existiert. Man kann leicht eine Struk-
tur angeben, die nur aus endlichen Mengen besteht und alle bisherigen Axiome
erfillt. Da wir solche Strukturen ausschlieBen wollen, bendtigen wir ein weit-
eres Axiom.

Sei a eine beliebige Menge. Mit s(a) bezeichnen wir dann die Menge a U {a}.
Nun koénnen wir unser Axiom formulieren:

(A8) (Unendlichkeitsaxiom)

Jx (D exAVu(uexz— s(u) €x)).
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Wir zeigen, dafl durch dieses Axiom tatséichlich die Existenz einer un-
endlichen Menge gesichert wird: Sei a eine nichtleere Menge derart, dafl aus
b € a folgt s(b) € a. Sei b € a. Dann sind auch s(b), s(s(b)), ... Elemente von a
und aus dem Fundierungsaxiom folgt, dafl diese Elemente paarweise voneinan-
der verschieden sind. Also mufl a unendlich viele Elemente enthalten.

Wir nennen eine Menge a induktiv, wenn gilt

D eanvbea(sh)€a).

Der Durchschnitt einer beliebigen nichtleeren Familie induktiver Mengen ist
ebenfalls induktiv. Somit gibt es eine kleinste induktive Menge. Diese kleinste
induktive Menge bezeichnen wir mit w.

Eine partielle Ordnung ist ein Paar (a,r) derart, daf§ die Axiome (L1) -
(L3) erfillt sind mit r fir <. Eine partielle Ordnung (a,r) ist eine lineare
Ordnung, wenn zusétzlich noch (L4) erfiillt ist. Eine lineare Ordnung (a,r) ist
eine Wohlordnung, wenn weiterhin gilt:

Ve Ca(zx#0— JuecaxVvex((uv)€r).

Sei A eine Menge von nichtleeren Mengen. Eine Funktion f heifit Auswahlfunk-
tion auf A, wenn dom(f) = A und VYa € A(f(a) € a).

Wir formulieren nun das letzte Axiom:

(A9) (Auswahlaxiom)

VA (D ¢ A— 3f ("f ist Auswahlfunktion auf A”)).

Was ist nun das besondere an diesem letzten Axiom? Viele Mengen be-
sitzen automatisch eine Auswahlfunktion. Wenn A nur aus einer einzigen
nichtleeren Menge a besteht, so sei b € a. Dann bildet die Menge {(a,b)},
deren Existenz aus dem Paarmengenaxiom folgt, eine Auswahlfunktion fiir
A. Entsprechend 148t sich leicht sehen, dafl jede Menge, die nur aus endlich
vielen nichtleeren Mengen besteht, eine Auswahlfunktion besitzt. Sei (A4, <)
eine Wohlordnung und B C P(A) \ {0}. Sei ¢(z,y) die Formel, die folgendes
ausdriickt: © C ANz # 0 A3z (y = (z,2) Az ”ist minimales Element von ” x).
Dann folgt aus dem Ersetzungsschema, dafl die Funktion, die jeder Menge b € B
ihr kleinstes Element zuordnet, existiert. Jedoch folgt aus den ersten acht Ax-
iomen nicht, daf fiir jede Menge von nichtleeren Mengen eine Auswahlfunktion
existiert.

Auf Grund seiner Wichtigkeit bezeichnen wir das Auswahlaxiom mit AC (ax-
iom of choice).
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Die Axiome (AO) - (A9) sind die Axiome der Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre
mit Auswahlaxiom. Wir bezeichnen sie mit ZF'C. Die Axiome (A1) - (A8) sind
die Axiome der Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre ohne Auswahlaxiom. Wir beze-
ichnen sie mit ZF.

Sei A eine Menge und R eine zweistellige Relation (in unserem naiven
Sinne aus dem einleitenden Kapitel). Wir schreiben (A, R) € Mod(ZFC) (oder
(A, R) E ZFC), wenn die Struktur (A, R) alle Axiome (A0) - (A9) erfiillt. Die
Bemerkungen zum Auswahlaxiom zeigen, dafi die ZF-Modelle von dem abwe-
ichen konnen, was wir gemeinhin erwarten. Wir haben uns daran gewohnt, im
Bedarfsfalle mit dem Auswahlaxiom zu arbeiten und akzeptieren es im allge-
meinen nicht, dal das Auswahlaxiom nicht zur Verfiigung steht.

Aber auch die ZF(C-Modelle sind nicht in jedem Falle so, wie wir sie gerne
hiatten. Es kann folgendes passieren: Wir haben ein ZFC-Modell (A, R) und
a € Aund r € A derart, daf (A, R) = "(a,r) ist Wohlordnung ”, obwohl es
eine Teilmenge B von a gibt (allerdings so, dal B keine Entsprechung in A
hat), die kein kleinstes Element beziiglich der Ordnung r hat.

Mit Hilfe des Kompaktheitssatzes 18t sich folgendes zeigen: Sei (A, R) eine
Struktur, ¢(x), 1(x,y) seien Formeln, so daf (¢4, (AHR)) eine Wohlord-
nung ist. Dann gibt es eine elementare Erweiterung (A*, R*) von (A, R), so dafl
(AR (A" E) keine Wohlordnung ist.

Wir kennen die Teilmenge B von A, da wir davon ausgehen, dafl wir die Struktur
(A, R) "von auflen” betrachten kénnen. Wenn wir nur Mengen beriicksichtigen,
die bereits in A vorkommen, so wird unser Gesichtskreis wesentlich eingeengt.
Es ist glinstig, sich das mit Hilfe ”von Wesen, die in A leben” zu verdeutlichen.
Solche Wesen glauben, daf (a,r) eine Wohlordnung ist, da alle nichtleeren Teil-
mengen von a, die sie erkennen konnen, ein kleinstes Element besitzen. Fiir
solche Wesen ist (a,r) eine Wohlordnung, obwohl Wesen, die die ganze Struk-
tur (A, R) erkennen konnen, feststellen, dal (a,r) keine Wohlordnung ist.

5 Klassen

In der Mengenlehre spielen definierbare Pradikate eine wichtige Rolle. Sie wer-
den hier als Klassen bezeichnet.

Sei (A, R) ein ZFC-Modell, ¢(z) eine Formel der Sprache der Mengenlehre mit
einer freien Variablen. Dann ist (4% C A. Aber es gibt nicht notwendig
ein a € A derart, dal fiir alle b € A gilt (b,a) € R gdw. (A, R) E ¢(b).
Wir bezeichnen Familien B C A, fiir die es eine Formel ¢(x) der Sprache der
Mengenlehre gibt mit 4% = B, als Klassen. Wir werden im folgenden Fet-
tbuchstaben zur Bezeichnung von Klassen benutzen. Wenn X eine Klasse und
#(z) eine Formel der Sprache der Mengenlehre mit X = ¢(4:f) ist, so nennen
wir ¢(z) eine Reprdsentation von X. Wir schreiben a € X fiir (A, R) = ¢(a).
Mit V bezeichnen wir die Klasse, die durch die Formel z = x reprasentiert wird.
Damit ist V die Klasse aller Mengen. Man bezeichnet V auch oft als Universum.



5 KLASSEN 22

Mit Rel bezeichnen wir die Klasse aller Mengen x, die reprasentiert werden
durch

Dpe(x) =Vy € x 320 21 (y = (20, 21))-

Damit bezeichnet Rel die Klasse aller Relationen.

Wir bezeichnen mit Func die Klasse aller Mengen x, die reprasentiert werden
durch
D Func(z) = Pre(z) AVy € dom(z) 312 ((y,2) € z).

Damit ist Func die Klasse aller Funktionen.
Mit Inj bezeichnen wir die Klasse aller Mengen, die reprasentiert werden durch

(I)I”j(x) = (I)Func(x) A (I)Func(l'_l).

Damit bezeichnet Inj die Klasse aller Injektionen.

Lemma 1: Wenn X und Y Klassen sind, so sind auch |JX, XUY, XNY,
X\Y und X xY Klassen.

Beweis: Seien ¢(z) und 1 (z) Représentationen von X und Y. Dann ist

UX = @yle) Ao e y)

XUY = (p V),
XNY = (pAg) A,
X\Y = (o A=)
XxY =3yz(x=(y2) Awly) A(2) D0
|

A selbst ist eine Klasse und die Formel z = z ist eine Représentation von
A. Seien X und Y Klassen mit Représentationen ¢(z) und t(z). Wir nen-
nen X Teilklasse von Y und schreiben X C Y, wenn (4, R) | Va (p(z) —
Y(x)). Jedes a € A ist auch eine Klasse. Die Formel p(x) = = € a ist eine
Reprasentation von a.
Sei F eine Klasse und ¢(z) eine Repréisentation von F. F heifit relationale Klasse
(oder einfach Relation), wenn F nur aus geordneten Paaren besteht. Eine re-
lationale Klasse F heifit funktionale Klasse (oder einfach Funktion), wenn aus
(a,b),(a,b') € F folgt, dal b = b ist. Formal bedeutet dies, dafl

(A,R) EVzIyz(x = (y,2)) AVzyy (e((z,y) ANe((x,y) =y =1).

Sei X eine relationale Klasse und ¢(z) eine Représentation dieser Klasse.
Mit dom(X) bezeichnen wir die Klasse, die gegeben ist durch die Formel

Y(z) =y (e((2,9)))s

und mit rng(X) bezeichnen wir die Klasse, die gegeben ist durch

V() =y (e((y, 2)))-
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Wir nennen eine relationale Klasse X Aquivalenzr@lation (partielle Ordnung, li-
neare Ordnung), wenn die Struktur (dom(X), X) alle Aussagen erfiillt, die von
einer Aquivalenzrelation (partiellen Ordnung, Ordnung) verlangt werden. Die
Klasse F heifit Wohlordnung, wenn sie eine lineare Ordnung ist und zusatzlich
gilt

Ve(x DAz Cdom(F) — JyeaVzeax((y,2) ¢ F)).

Sei X eine Klasse und F eine funktionale Klasse. X werde durch ¢(z) und
F werde durch ¢ (z) reprisentiert. Mit F”(X) bezeichnen wir die Klasse, die
reprasentiert wird durch die Formel

o(z) = 3y ((y) A Y((y, 7))

Mit Hilfe von Klassen lassen sich das Aussonderungsschema und das Erset-
zungsschema wie folgt formulieren: Fiir jede Klasse X und jede Menge a ist
a N X eine Menge. Fiir jede funktionale Klasse F und jede Menge a ist F”[d]
eine Menge.

Sei a eine beliebige Menge. Mit Ky(a) bezeichnen wir die Klasse, die
reprasentiert wird durch die Formel

Sk, (a,x) =3f € Inj(dom(f) = a ANrng(f) = z).
Ko(a) ist die Klasse der zu a gleichmdchtigen Mengen. Wir schreiben
a==b,

wenn (A, R) = ®k,(a,b) und nennen a und b gleichmdchtig.
Mit K;(a) bezeichnen wir die Klasse, die représentiert wird durch die Formel

dk, (a,z) = 3f € Func (dom(f) = a ANrng(f) = x).

Ki(a) ist die Klasse der Mengen, deren Méchtigkeit kleiner oder gleich der
Machtigkeit von a ist. Wir schreiben

b=<a

(bzw. a > b), wenn (A, R) = ®k,(a,b) und sagen, dafl die Méachtigkeit von b
kleiner oder gleich der Méachtigkeit von a ist (bzw., dal die Méchtigkeit von a
grafler oder gleich der Méachtigkeit von b ist). Wenn

(A, R) = Pk, (a,b) A\ Pk, (a,b),

so schreiben wir
b=<a

(bzw. a > b) und sagen, dafl die Méachtigkeit von b kleiner als die Méachtigkeit
von a ist (bzw. dafl die Méchtigkeit von a grdfier als die Méchtigkeit von b ist).
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Offenbar haben wir: Wenn a ~ b, c~d,aNc=bNd=10,soist aUc~bUd.

Theorem 2 (Schréder-Bernstein-Theorem):
Wenn a < b und b < a ist, so ist a =~ b.

Beweis: Seien a und b gegeben mit ¢ < b und b < a. Es geniigt, folgendes
7Zu zeigen:
Wenn a” - a Caund a =~ a”, so ist auch a ~ a’.
Dies 148t sich wie folgt sehen: Seien f; : a — b und g1 : b — a Injektionen. Wir
setzen )
a = g[b];
" = gi[fi[a]].

. " / . . .o . " . "
Dannist a Ca C aund g;o fi ist eine Bijektion von a auf a , alsoist a ~ a .
/ . ’
Wenn nun a =~ a , so ist wegen b =~ ¢1[b] = a auch a ~ b.
. " ’ "o, .. . " .
Seinuna Ca Caund f:a— a eine Bijektion von a auf a . Sei

N={zCa :flzU(a\d)] Ca}.

Wir nennen Mengen aus N normal. Offenbar ist

a € N.
Sei b € N. Wir setzen , ,
b =fbU(a\a)l.

Dann ist

fIV'Ua\a)] = ffbU(a\a)]U(a\a)] C fbU(a\a)]=1b,
also

(1) Vbe N (f[bU(a\a)] € N).

Sei

m:ﬂN

Dann ist f[b*U(a\a)] = f[Myen (U (a\a))] = Myey fU(a\a)] € Mpen b =
b*, somit ist b* die kleinste normale Menge.

/

Wegen b* € N ist f[b* U (a\ a)] C b*. Andererseits ist aber wegen (1) auch
f[b* U (a\ @')] normal, also ist b* C f[b* U (a \ a’)] und somit

b = fIb* U(a\a)].
Da f bijektiv ist, ist somit
b~ b*U(a\a).

Nun ist {b* U (a\ a'),a \ b*} Zerlegung von a und {b*,a’ \ b*} Zerlegung von
a'. Wegen a' \ b* ~ a' \ b* ist damit aber auch

/

a=b*U(a\a))U(a@ \b)~b*U(a \b")=d,
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also ist a ~ a’. O
Theorem 3 (Cantor): Fir jede Menge a ist a < P(a).

Beweis: Sei a gegeben. Wir definieren eine Funktion g : a — P(a) durch

g(z) = {z}

fiir jedes « € a. Dann ist g eine Injektion von a in P(a) und somit ist a = P(a).
Angenommen, a =< P(a). Sei f:a — P(a) eine Injektion mit rng(f) = P(a).
Wir setzen

b={xca:z¢ f(x)}.

Da b C a, gibt es ein ¢ € a mit f(c) = b. Wenn ¢ € b, so folgt aus der Definition
von b, dafl ¢ ¢ b. Entsprechend folgt aus ¢ ¢ b, dal ¢ € b sein muBl. Dieser
Widerspruch zeigt, dal a und P(a) nicht gleichméchtig sein kénnen. Also ist
a < P(a). O

6 Wohlordnungen und Ordinalzahlen

Seien (A, <4) und (B, <p) p.o.’s, 7 : A — B eine Injektion. m heifit ordnungser-
haltend, wenn Vab € A(a <a b < w(a) <p 7(b)).

Sei (A, <) eine p.o., ) # B C A, a€ A. Wenn a € B und Vb € B(a < b),
so heifit a Minimum von B (bezeichnet mit min(B)). Entsprechend heifit ein
a € B Mazimum (bezeichnet mit maz(B)), falls Vb € B (b < a) ist. a heifit
untere Schranke von B, wenn Vb € B (a < b) und entsprechend heifit a obere
Schranke, wenn Vb € B (b < a) ist. a heifit untere Grenze (von B), wenn a un-
tere Schranke von B ist und es keine untere Schranke a* von B gibt mit a < a*.
Entsprechend heifit a obere Grenze von B, wenn a obere Schranke von B ist
und es keine obere Schranke a* gibt mit a* < a. Wenn die Menge der unteren
Schranken von B ein Maximum c besitzt, so heifit dieses Element ¢ Infimum
von B und wird mit inf(B) bezeichnet. Wenn die Menge der oberen Schranken
ein Minimum besitzt, so heifit dieses Element Supremum von B und wird mit
sup(B) bezeichnet.

Sei (A, <) eine p.o., B C A. B heiit Anfangsstiick, wenn gilt

Va € AVbe B(a<b—a€ B)
und B heiflt Endstiick, wenn gilt
Va € AVbe B(b<a— a€ B).

Sei a € A. Wir setzen
a={beA:b<a};

a={be A:a<b}.

Dann ist @ Anfangsstiick und & ist Entstiick von A.
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Lemma 1: Sei (A, <) eine Wohlordnug, X C A ein Anfangsstiick von A.
Dann ist X = A oder es gibt ein a € A mit X = a.

Beweis: Sei X # A. Dann ist Y = A\ X # (), und somit enthélt ¥ ein
kleinstes Element a. Dann ist offensichtlich X = a. O

Lemma 2: Seien (A, <) eine Wohlordnung, X ein Anfangsstick von A und
f,9 : X — A Funktionen, die X ordnungsisomorph auf ein Anfangsstick von
A abbilden. Dann ist f = g.

Beweis: Sei
Y ={a€ X : f(z) £ g(a)}.
Angenommen, Y # (). Sei a* das kleinste Element von Y. O.B.d.A. ist f(a*) <

g(a*). Sei f(a*) = b. Wegen b < g(a*) ist b € rng(g). Dies ist aber nicht
moglich: Wenn ¢ < a*, so ist

9() = f(c) < f(a") = b.

Wenn a* < ¢, so ist
g9(c) =2 g(a®) > f(a®) =b.
O

Theorem 3: Seien (A, <) und (B, <) Wohlordnungen. Dann ist (A, <)
isomorph zu einem Anfangsstiick von (B, <) oder (B, <) ist isomorph zu einem
Anfangsstiick von (A, <).

Beweis: Sei F die Menge aller Funktionen, die ein Anfangsstiick von A
ordnungsisomorph auf ein Anfangsstiick von B abbilden. Wir zeigen zunéchst,
dafl F unter Mengeninklusion geordnet ist:

Sei f,g € F. O.B.d.A. sei dom(f) C dom(g). Dann folgt aus Lemma 2, daf§
[ = 9 ldom(s), und somit ist f C g.

Sei F' = |JF. Dann ist F ebenfalls eine Funktion, die ein Anfangsstiick von A
auf ein Anfangsstiick von B abbildet. Somit ist F' € F und F ist das grofite
Element in F.

Wir zeigen, dal dom(F') = A oder rng(F) = B:

Angenommen, das ist nicht der Fall. Sei

a* = min(A\ dom(F)),

b* = min(B \ rng(F)).

Sei
F*=FuU{(a*,b")}.

Dann ist F' C F* € F, im Widerspruch dazu, daf§ F’ das maximale Element aus
F ist. O
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Wir bezeichnen mit WOrd die Klasse aller Wohlordnungen. Auf WOrd
konnen wir die folgenden zweistelligen Relationen einfithren:
Sei (A, <4), (B,<p) € WOrd. Dann setzen wir

(A, SA) jwo (B, SB)

gdw. sich (A, <4) ordnungsisomorph auf ein Anfangsstiick von (B,<p) ab-
bilden 1a8t, und wir setzen

(Aa SA) wo (B, SB)
gdw. (A7 SA) =wo (B, SB) und (B, SB) =wo (A, SA)

Ao liefert auf WOrd eine Aquivalenzrelation. Aus Theorem 3 folgt, daB
die Elemente aus WOrd beziiglich <,,, paarweise vergleichbar sind. Aus
Lemma 2 folgt, daB8 die Aquivalenzklassen von WOrd durch <,,, wohlgeordnet
werden. Wir werden bald sehen, daf3 in jeder Aquivalenzklasse von WOrd auf
natiirliche Weise ein Reprasentant ausgewiahlt werden kann.

Wir nennen eine Menge A transitiv, wenn
V€ a(x Ca).
Dies ist dquivalent zu
Vey(x EyANy €a— x € a).

Beispiele fiir transitive Mengen sind (, {0}, {0, {0}}, {0, {0}, {0,{0}}}, {0,{0},
{{0}}}-

Sei A eine beliebige Menge. Wir setzen fiir n € w,

A = 4A;
At = JAr,
Weiterhin setzen wir
TC(A) = | A
nw

Dann ist TC(A) die kleinste transitive Menge, die A enthélt. Wir bezeichnen
TC(A) als transitiven Abschluff von A.

Eine Menge a heifit Ordinalzahl, wenn a transitiv ist und (a, € |,) eine lineare
Ordnung ist. Mit dem Fundierungsaxiom folgt nun, daf fiir jede Ordinalzahl
a, (a, € |,) Wohlordnung ist.

Wir bezeichnen mit On die Klasse aller Ordinalzahlen. Wir verwenden
kleine griechische Buchstaben a, 3, 7, ... fiir Ordinalzahlen. Dabei unterschei-
den wir im Folgenden nicht zwischen der Menge o und der linearen Ordnung
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(@ € |a)-

Va p(a) steht als Abkiirzung fiir Vz (z € On — ¢(x)).

Sei a eine beliebige Menge. Wir haben im Zusammenhang mit dem Unendlich-
keitsaxiom die Funktion s eingefithrt durch s(a) = aU{a}. Wir bezeichnen s(a)
als Nachfolger von a. Dann ist

a C s(a)

und
a € s(a).

Sei « eine Ordinalzahl. Dann ist auch s(a) eine Ordinalzahl und es gibt keine
Ordinalzahl, die zwischen o und s(«) liegt. Somit ist s(«) die kleinste Ordi-
nalzahl, die grofler als a ist. Wir bezeichnen den Nachfolger einer Ordinalzahl
a auch mit a*. Weiterhin haben wir:

Wenn « Ordinalzahl ist und b € «, so ist auch b Ordinalzahl und b C .

Lemma 4: Seien o und 8 Ordinalzahlen. Dann ist « = 3, a € 3 oder
b€ a.

Beweis: « lafit sich ordnungsisomorph auf ein Anfangsstiick von 3 abbilden
oder 3 148t sich ordnungsisomorph auf ein Anfangsstiick von « abbilden.
O.B.d.A. lasse sich a auf ein Anfangsstiick von 3 abbilden. Sei 7 : @« — 3 ein
solcher Ordnungsisomorphismus.

Angenommen, fiir alle v € « ist w(y) = . Dann ist rng(7) ein Anfangsstiick
von 3. Wenn rng(m) = 3, so ist a =

Andernfalls sei v das kleinste Element von 3\ rng(m). Dann ist 4 = « und
somit ist v = «, also ist a € 5.

Wir zeigen nun, daf fiir alle v € «, w(y) = 7 sein mufi:

Andernfalls wahlen wir das kleinste § € o mit 7(d) # d. Sei

91 =min(G\ 9).

Wir zeigen, dafl §; =  sein mu8B.
Es ist klar, da§ § C 0. Sei e € §;. Wenn ¢ ¢ ¢, so haben wir

Vyed(d<ene<dy),

und das widerspricht der Wahl von 6. O
Aus Lemma 4 folgt sofort:
Theorem 5: Die Klasse On ist unter € wohlgeordnet.

Lemma 6: Sei A eine Menge von Ordinalzahlen. Dann ist auch |J A eine
Ordinalzahl. Weiterhin ist sup(A) = J A.

Beweis: Da A eine Familie von transitiven Mengen ist, ist auch |J A tran-
sitiv. Aus Lemma 4 folgt, daBl | J A bzgl. € linear geordnet ist. Damit ist J A
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eine Ordinalzahl.
Wenn «a € A, so ist « C A und somit ist a < | J A. Hieraus folgt

sup(A) < UA.

Sei nun 3 < |JA. Dann gibt es ein 7 € A mit § € . Damit ist

sup(A) > U A.

Also ist
sup(A) = UA.

a

Sei A eine nichtleere Menge von Ordinalzahlen. Da A ein kleinstes Element
besitzt, ist inf(A) = min(A).

Man sieht leicht das folgende Lemma:
Lemma 7: Seien o und 8 Ordinalzahlen. Wenn o & 3, so ist a = (3.
Theorem 8: Die Klasse On ist keine Menge.

Beweis: Angenommen, On ist eine Menge. Dann ist auch a = [ JOn eine
Ordinalzahl. Aber a wire grofler als jedes o € On, was offenbar nicht moéglich
ist. O

Die Tatsache, dafl On keine Menge ist, wird auch als Burali- Forti- Paradoxon
bezeichnet.
Eine Ordinalzahl « heifit Nachfolgerordinalzahl, wenn es eine Ordinalzahl
gibt mit 3 = . Wenn «a verschieden von 0 und keine Nachfolgerordinalzahl
ist, so heiflit o« Limesordinalzahl. Wir bezeichnen mit Succ die Klasse aller
Nachfolgerordinalzahlen und mit Lim die Klasse aller Limesordinalzahlen. Fiir
a € Succ bezeichnen wir mit ™ diejenige Ordinalzahl 3, fir die §~ = « ist.
Falls o = 0 oder a € Lim, so setzen wir a~ = «.
w ist als kleinste induktive Menge auch die kleinste Limesordinalzahl. Die
Ordinalzahlen, die unterhalb von w liegen, heiflen natirliche Zahlen. Wir beze-
ichnen () mit 0, {#} mit 1, {0, {0}} mit 2 usw. Entsprechend bezeichnen wir w
als Menge der natiirlichen Zahlen.

Theorem 9: Fiir jede Wohlordnung (A, <) gibt es eine Ordinalzahl o mit
(A,<) = a.

Beweis: Sei B die Menge derjenigen b € A, fiir die es eine Ordinalzahl 3
gibt mit
(ba < ’b) = B
Durch das Aussonderungsschema wird gesichert, dafl B eine Menge ist. B ist ein
Anfangsstiick von A. Aus Lemma 3 folgt, daf§ fiir jedes b € B die Ordinalzahl
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G mit

(b, < |p) = B eindeutig bestimmt ist. Wir bezeichnen diese Ordinalzahl
mit 3(b)

. Aus dem Reflexionsschema folgt, dafl
B*={p(b):be B}
ebenfalls eine Menge ist. Sei

7= 1{(b,5(b) : b€ B).

Angenommen, B # A. Sei a* das minimale Element aus A \ B und sei

v = U B*.
Dann 148t sich (a*, < |q+) ordnungsisomorph auf die Ordinalzahl v abbilden,
und das ergibt den Widerspruch a* € B. O

Sei (L, <) eine lineare Ordnung, A C L eine wohlgeordnete Teilmenge. Dann
bezeichnen wir mit type(A) diejenige Ordinalzahl «, die zu A isomorph ist.
type(A) ist der Typ von A.

Wir haben:

Korollar 10: Sei (A, <) eine lineare Ordnung. Dann ist (A, <) Wohlord-
nung gdw. es keine Folge (a;)i<, gibt mit a; > ax firi < k < w.

Beweis: Wenn es eine solche Folge (a;)i<w gibt, so besitzt die Menge
X =Aa; i <w}

kein kleinstes Element, und somit ist (A4, <) keine Wohlordnung.
Sei nun die lineare Ordnung (A, <) keine Wohlordnung. Wir geben dann in
(A, <) eine unendliche absteigende Folge an:
Sei o eine Ordinalzahl und 7w : @ — A eine Bijektion. Wir definieren eine
Funktion ¢ : w — « durch
t(0) = 0;
ti+1) =min{8 < a: w(B) < w(t(3))}.

Fir ¢ < w sei

a; = w(t(7)).

Dann ist (a;);<, eine unendliche absteigende Folge. O

7 Transfinite Rekursion und Aquivalenzen zum Auswahlax-
iom

Die iibliche Rekursion tiber natiirliche Zahlen a3t sich auf die Klasse der Ordi-
nalzahlen fortsetzen.

Theorem 1 (Transfinite Induktion): Sei K eine nichtleere Klasse von
Ordinalzahlen mit
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(i) wenn o € K, so ist o € K;
(i)  wenn A CK, soist|JA € K.

Dann ist K = On.
Beweis: Angenommen, K # On. Sei a die kleinste Ordinalzahl mit
a ¢ On. Aus (i) folgt, dal a keine Nachfolgerordinalzahl ist und aus (ii)
folgt, daB o keine Limesordinalzahl ist. Aus diesem Widerspruch folgt, dafl
K = On sein mu$. g
Theorem 2 (Transfinite Rekursion):

Sei ¥ : V. — 'V eine funktionale Klasse. Dann gibt es eine funktionale Klasse
G : On — V derart, daf

Va(G(a) = F(Gla)). (1)

Beweis: Wir zeigen zunachst die Eindeutigkeit.
Angenommen, Gy und G erfiillen beide (1). Wenn Gy # Gi, so gibt es ein
kleinstes o mit Go(«) # Gi(«). Da aber

G0|a = G1|ou

haben wir

Go(a) = F(Gola) = F(Gi]a)) = G1(a),

und dies widerspricht unserer Annahme.

Wir zeigen nun die Existenz von G. Wir betrachten die Klasse H, die
gegeben ist durch alle Funktionen f mit

(i) dom(f) = « fiir ein « € On;

(ii) VB <a(f(B) =F(flp))-

Dann sieht man unschwer, daf

Vige H(f CgVgCf).

Weiterhin gilt:

wenn f € H, dom(f) = a,soist fU{(o,F(f))} € H
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und
wenn A C H, soist (JA € H.

Damit sind fir dom(H) die Bedingungen zur Anwendung des Induktion-
sprinzips erfiillt, und somit ist | JH die gesuchte funktionale Klasse. O

Korollar 3 (Rekursionssatz fiir w):
Sei F : 'V — 'V eine funktionale Klasse und a eine Menge. Dann gibt es genau
eine Funktion g :w — 'V mit

g(02 =a;
g(n) =F(g(n)) fir allen € w.

Beweis: Sei G wie in Theorem 10. Wir betrachten die Klasse

A ={(n, f) € wx Func : dom(f) =/, f(0) = a,¥m < n(f(m’) = G(f(m))}.
Dann gilt:
(*) Wenn (n, fo), (n, f1) € A, so ist fo = f1.
Damit ist A eine Menge. Sei

g=J{f:Inecw(n f) A}

Dann ist g die gewiinschte Funktion und aus (*) folgt, daf g eindeutig bestimmt
ist. O

Theorem 4: Es secien F : VXV -V und G : V X V — V funktionale
Klassen, a € V. Dann gibt es genau eine funktionale Klasse H mit dom(H) =
On derart, dafs

H(0) =a;
H(a') = F(a,H(a));
H(y) = G(v,H[v]) fiir v € Lim.

Beweis: Wir zeigen nur die Existenz einer solchen Klasse H. Die Ein-
deutigkeit von H ergibt sich analog wie im Beweis von Theorem 10.
Wir definieren eine funktionale Klasse F* : V x V — V wie folgt:
Wenn f € Func mit dom(f) = a, so ist

a, wenn o = 0;
F*(a,f)=<¢ F(a, f(a7)), falls a € Succ
G(a,rng(f)), falls a € Lim.
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In allen anderen Féllen sei F*(b, c) = ().
Nach Theorem 2 existiert genau eine funktionale Klasse H : On — V mit

H(a) =F*(a,H|,)
fiir alle & € On. Es gilt

H(0) =F*(o. Ho);
H(a) =F* (o ,H| ) = G(a, H /(a))
H(v)

= G(a, H(a));
F*(v,H|y) = G(v,rng(H|,)) = G(v, H[7]) fiir v € Lim.

Wir zeigen nun, wie sich die Klasse V aller Mengen durch transfinite Rekur-
sion mit Hilfe der Potenzmengenbildung und der Vereinigungsmengenbildung
erzeugen laBt. Sei dazu a =0, F,G : V x V — V seien definiert durch

F(a,b) = P(b);
G(a,b) = Jo.

Sei H: On — V die eindeutige funktionale Klasse mit den Eigenschaften wie
in Theorem 4. Fiir a € On sei

V. =H(a)
Dann gilt
VO = wa
Va/ = P(Va);
V, =Ugs., Vg fiir v € Lim.

Die Mengen V, bezeichnet man als die von Neumannschen Stufen.
Da die V, Mengen sind, schreiben wir oft einfach V,.

Die ersten vier Mengen sind:

Vo=0=0;
Vi={0}=1;
Vo =1{0,{0}} = 2;

Vs = {0,{0}, {{0}},{0,{0}}} # 3.

Durch transfinite Induktion 148t sich zeigen:

Lemma 5: Fir alle o, 6 € On mit o < (3 gilt

(1) V., ist transitiv;

( Va - Vﬁ;

(i) wenn a € Vg, soist|Ja € Vy;
(

(

11

~—

iv)  wennbCa€ Vg, soistbe Vy;
s VoNa=a.
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Theorem 6:

V:UVQ

a€On

Beweis: Angenommen, das ist nicht der Fall. Sei a € V \ J,cop Va- Sei
nun

bo={bca:be | Va};
a€eOn

blza\bo.

Wir definieren eine Funktion p : by — On durch

p(c) =min{fB:ce Vg}.

Sei
5= Jrng(p).

Dann ist by € V. Somit muB b; # @ sein. Aus dem Fundierungsaxiom
folgt, dafl es ein ¢ € by gibt mit ¢cNb; = 0. Dann ist aber fiir jedes d € ¢,
d € Upcon Va, und analog zum Nachweis von by € |J,con Va 188t sich zeigen,
daB ¢ € Jycon Yo, im Widerspruch zur Wahl von c. O

Die Klasse der V, wird auch als kumulative Hierarchie bezeichnet.
Aus Theorem 6 folgt, dafi es fiir jedes a € V eine kleinste Ordinalzahl p gibt
mit a € V. Dieses p bezeichnen wir mit rank(a) und nennen es Rang von a.

Wir behandeln nun Aussagen, die aquivalent zum Auswahlaxiom sind.
Als Wohlordnungsprinzip bezeichnen wir die folgende Aussage:

(WO)  Fiir jede Menge a gibt es ein r C a? derart, daf (a,r?) Wohlordnung ist.
Das Zornsche Lemma ist die folgende Aussage:

(ZL) Sei (a, <) eine p.o. derart, dafl jede Kette in a eine obere Schranke besitzt.
Dann hat (a, <) ein maximales Element.

Aus dem Wohlordnungsprinzip folgt sofort
Korollar 7: Fir jede Menge A gibt es eine Ordinalzahl o mit A =~ «.

Die natiirlichen Zahlen werden auch als endliche Ordinalzahlen bezeichnet.
Entsprechend heiflen die Ordinalzahlen, die keine natiirlichen Zahlen sind, un-
endliche Ordinalzahlen.

Eine Menge a ist endlich, wenn sie gleichméchtig zu einer endlichen Ordinalzahl
ist. Andernfalls heifit a unendlich. Mit Korollar 7 folgt, da8 fiir jede Menge a
gilt: Wenn a nicht endlich ist, so 148t sich w in a einbetten.

Wir haben fiir endliche Mengen folgende Eigenschaften, die sich durch Induk-
tion beweisen lassen: Ist a eine endliche Menge endlicher Mengen, so ist auch
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Ja endliche Menge. a ist endlich gdw. a zu keiner echten Teilmenge gle-
ichméchtig ist. O

Wir treffen folgende Vereinbarung;:
Eine Folge der Ldnge « ist eine Funktion f mit dom(f) = a. Wir benutzen

(s8)p<a bzw. (s5(0))p<a

zur Bezeichnung von Folgen der Lénge a. (sg)s<q bezeichnet dabei die Funk-
tion, die gegeben ist durch die Menge {(3,sg) : 5 < a}.

Sei A eine beliebige Menge. Aus Korollar 7 folgt, dafl es ein o € On sowie
eine Funktion f gibt, die A eineindeutig auf « abbildet. Somit haben wir:

Fiir jede Menge A gibt es eine Folge (a3)g<q mit
A={ag:p<a}.

Wir bezeichnen dann die Folge (ag)g<q als Aufzihlung von A. Wir werden
im folgenden oft mit Aufzéhlungen arbeiten. Wir verlangen von Aufzédhlungen
im allgemeinen nicht, dafl die a, paarweise voneinander verschieden sind.

Theorem 8: Die Aussagen AC, WO und ZL sind dquivalent.

Beweis: Wir zeigen AC — WO — ZL — AC.
AC — WO:
Sei a eine beliebige Menge. Sei w : P(a) \ {0} eine Auswahlfunktion. Wir
definieren eine funktionale Klasse F wie folgt:

F(0) = w(a);

Fla) = { w(a\U{F(P) : 6 < a}) falls a\ {F () : B < a} #0;

a sonst.
Behauptung: Es gibt ein a mit F(«) = a.

Beweis der Behauptung: Wenn es kein a gibt mit F(a) = a, so ist F~! eine
Bijektion einer Teilmenge von a auf On. Das widerspricht aber dem Erset-
zungsschema.

Sei « die kleinste Ordinalzahl mit F'(«) = a. Sei f die Einschréankung von
F auf . Dann liefert f eine Wohlordnung von a.

WO — ZL:
Sei (a, <) eine p.o. derart, daf} jede Kette in (a, <) eine obere Schranke besitzt.
Wir wollen zeigen, da8 (a, <) ein maximales Element besitzt. Sei dazu (a;)i<~y
eine Wohlordnung von a. Wir definieren eine Funktion h : ON — ON wie
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folgt:
Sei av € On und fiir § < « sei h(3) bereits definiert. Sei

bo = {(5 <y:VY8<a (ah(ﬁ) < ag)}.

Wir setzen
min(by), wenn b, # (;

0 sonst.

h(e) = {

Man macht sich leicht klar, daf es ein o > 0 geben mufl mit h(a) = 0. Sei
a* das kleinste solche a. Dann ist (an(g))s<a+ €ine streng monoton wachsende
Folge, also auch eine Kette, und besitzt damit eine obere Schranke. Wegen
box = ) ist das nur moglich, wenn o* eine Nachfolgerzahl ist. Sei a* = 3+ 1.
Dann ist ap(g) ein maximales Element.

ZL — AC:
Sei a eine Menge nichleerer Mengen. Sei F' die Menge aller Funktionen f mit

(i) dom(f) C a;
(ii) Ve € dom(f) (f(c) € ¢).

Dann ist (F,C) eine p.o. und die Vereinigung jeder Kette aus F' gehort zu
F. Also sind die Voraussetzungen fiir das Zornsche Lemma erfiillt. Sei f* ein
maximales Element von F. Dann ist f* eine Auswahlfunktion fir a. O

Man kennt eine Vielzahl von Aussagen, die dquivalent zum Auswahlaxiom
sind. Wir wollen noch ein weiteres Beispiel angeben.
Ein Gruppoid ist eine Struktur (A,o), wobei o eine bindre Operation ist. Ein
Gruppoid (A, o) erfillt die Kirzungsregel, wenn gilt

Vabc € A((aocb=aoc—b=c)AN(acc=boc— a=0b)).

Beispielsweise ist jede Gruppe ein Gruppoid, das die Kiirzungsregel erfiillt.
Von A. Hajnal und A. Kertesz (Some new algebraic equivalents of the Ax-
iom of Choice, Publ. Math. Debrecen 19 (1972), 339-340) wurde die folgende
Aquivalenz zum Auswahlaxiom gefunden:

Theorem 9: Die folgende Aussage ist dquivalent zum Auswahlaxiom:
Auf jeder nichtleeren Menge existiert ein Gruppoid, das die Kurzungsregel erfullt.

Beweis:

(—)
Sei x eine beliebige Menge. Wenn |z| = n < w, so kénnen wir x mit n identi-
fizieren und nehmen als Gruppoid auf x die natiirlichen Zahlen modulo n.
Sei nun |z| = £ > w. Dann ist k< = k und wir konnen x mit [£]<¥ iden-
tifizieren. Es bezeichne A die symmetrische Differenz von Mengen. Dann ist
([k]<¥, A, () eine abelsche Grupe iiber 2 und somit erst recht ein Gruppoid, das
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die Kiirzungsregel erfiillt.

(—)
Wir erinnern daran, dafl fiir beliebige Mengen x und y, < y bedeutet, daf
eine Injektion von x in y existiert. Sei x eine beliebige Menge. Wir wollen fiir
eine Wohlordnung finden. O.B.d.A. nehmen wir an, da} « keine Ordinalzahlen
enthélt. Wir setzen
I'z)={a€On:«a=<z}.

Sei weiterhin
y=zUI'(z).

Sei o eine binére Operation auf y, die (y, o) zu einem Gruppoid macht, das die
Kiirzungsregel erfiillt.

Behauptung: Fiir jedes a € z gibt es ein a € I'(x) mit a o a € T'(z).

Beweis der Behauptung: Angenommen, das ist fiir ein a € z nicht der Fall.
Wir betrachten die Funtion f : T'(x) — y, die gegeben ist durch

fla)=aoa.

Dann ist f eine Injektion von I'(x) in z. Somit ist I'(x) =< x, und das wider-
spricht der Definition von I'(z). Damit ist die Behauptung gezeigt.

Sei
z=TI(z) x I'(x).

Auf z existiert eine Wohlordnung <. Sei fir a € z, 7(a) das <j-kleinste
Element von

{(,B) :a, B €T(x),a0a = [}

Dann bildet 7 die Menge z in z ab, und aus der Kiirzungsregel folgt, dafl «
injektiv ist. Somit induziert © eine Wohlordnung auf x. O

Wir beenden dieses Kapitel mit einem Theorem, das eine typische Anwen-
dung des Zornschen Lemmas zeigt. Dieses Theorem besagt, daf} sich jede par-
tielle Ordnung zu einer linearen Ordnung erweitern 1a8t.

Theorem 10 : Sei (A, <) eine p.o. Dann gibt es eine lineare Ordnung
(A, <q) mit < C <.

Beweis : Sei (A, <) gegeben. Wir betrachten die Menge
L={RCAxA:<CR,(AR)ist po.}.

L bildet bzgl. C eine p.o., die die Voraussetzungen des Zornschen Lemmas
erfillt.

Sei R* ein maximales Element in (L, C). Wir werden zeigen, dafl (A, R*) eine
lineare Ordnung ist:
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Angenommen, das ist nicht der Fall. Dann gibt es a,b € A mit (a,b) ¢ R* und
(b,a) ¢ R*. Wir setzen

S =R"U{(a,b)} U{(c,b): (c,a) € R"}U{(a,c): (b,c) € R"}.

Man rechnet unschwer nach, daf§ S eine p.o. auf A ist, die R* echt enthélt. Dies
steht im Widerspruch zur Maximalitat von R*. O

8 Partielle Ordnungen

Sei (A, <) eine p.o., a,b € A, a < b. Wenn —3c(a < ¢ Aec < b), so heifit b
Nachfolger von a (und entsprechend heifit a Vorgdnger von b). Falls (A, <) eine
lineare Ordnung ist, so besitzt jedes Element a € A hochstens einen Vorgéanger
und hochstens einen Nachfolger. Das ist in p.o.’s nicht notwendig der Fall. Sei
B,C C A. Wir schreiben B < C, wenn Vb € BVc € C (b < ¢). Wenn etwa
B = {b}, so schreiben wir einfach b < C fir {b} < C.

Sei B C A. Wenn gilt

Vabe BVc(a<cANc<b—ceB),

so bezeichnen wir B als Segment.
Sei a,b € A, a < b. Wir setzen

Iapy={c€eAta<cAc<b}

Statt I(,p) schreiben wir oft (a,b). Die Menge (a,b) bezeichnen wir auch als
das durch a und b erzeugte Segment. Falls (A4, <) eine lineare Ordnung ist, so
bezeichnen wir Segmente auch als Intervalle.

Seien (A, <) und (B, <2) p.o.’s. Als Ordnungssumme (A, <o) & (B, <1)
(oder kiirzer A @ B) bezeichnen wir die p.o. (C, <) mit dem Grundbereich

C=Ax{0}UBx {1}
und der Ordnungsrelation <, die gegeben ist durch

b=0und d =1 oder
(a,b) < (c,d) gdw. b=d=0und a <¢ c oder
b=d=1und a < c.

Als Ordnungsprodukt (A, <o) ®@ (B, <1) (oder kiirzer A® B) bezeichnen wir
die p.o. (C, <) mit dem Grundbereich

AXx B
und der Ordnungsrelation <, die gegeben ist durch

b <1 d oder

(a,b) < (c,d) gdw. { b=dund a <g c.
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Die Ordnungssumme und das Ordnungsprodukt sind beide assoziativ, d.h.,
wenn (A, <4), (B,<p), (C, <¢) lineare Ordnungen sind, so ist

(AeB)aC=Aa (Ba ()

und

(A®B)®C=A® (BC).

Ordnungssumme und Ordnungsprodukt lassen sich wie folgt verallgemein-
ern: Sei (P, <) eine p.o. und fiir jedes i € P sei (A;, <;) eine p.o. Dann bezeichnet

P, <)

epP
(bzw. kiirzer @, p A;) die p.o. (C, <) mit
C=|J{4ix {i}:ieP}

und
(a,7) <c (b,j) gdw. i< joder i=jund a<;b.

Fiir den Fall des Ordnungsproduktes miissen wir eine Einschrankung treffen:
Sei (W, <) eine Wohlordnung und fiir jedes i € W sei (4;, <;) eine p.o. Dann

bezeichnet
X (A, <)
€W

(bzw. kiirzer Q. Ai) die p.o. (D, <q) mit

D:HAi

€W
und
u<gv gdw. fiir des W-kleinste ¢ mit (i) # v(7) gilt (i) <; v(7).

Man sieht leicht:

Wenn (P, <) eine Wohlordnung ist und fiir jedes i € P ist (A;,<;) eine
Wohlordnung, so sind auch @, p 4; und ), p A; Wohlordnungen.

Eine p.o. (A, <) heifit dicht, wenn
Vabe A(a<b—3dce A(a<cAhc<D)).

Wir bezeichnen mit n die Menge der rationalen Zahlen @ mit ihrer natiirlichen
Ordnung.
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Theorem 1: Sei (A, <) eine dichte lineare Ordnung ohne erstes und ohne
letztes Element mit |A| = w. Dann ist (A, <) = .

Beweis: Sei (a;)i<, eine Aufzdhlung von A und sei (7;)i<. eine Aufzdhlung
von Q. Wir bilden eine Folge (f;)i<. von endlichen Funktionen derart, daf§ fir
1<k <wgilt

(1) fi € fis

(ii) {aj : j <i} Cdom(f;) C A;

i) {r: ) <i} Crag(f) C @

(iv)  f; ist eine ordnungserhaltende Abbildung.

Wir setzen
fo = {(ao,m0)}

Sei f, bereits konstruiert. Wir konstruieren zunéchst ein g, 2 fp,.
Wenn a,, € dom(f,), so sei g, = fn.
Sei jetzt a, ¢ dom(fy). Sei dom(f,) = {d; : 1 < k} mit dy < d; < -+ < dp.
Fiur 7 < k sei
I; = (di—1,d;)

mit d_1 = —o0, dr41 = o0o. Sei g so, dal a, € T;,. Dann wéhlen wir ein
r € (f(dip—1), f(di,)) und setzen

gn = fnU{(an,7)}.
Wenn 7, € rng(gn), so setzen wir
frnt1 = gn.
Andernfalls sei rng(gn) = {e; 11 <1} mit eg < ey < --- < ¢;. Fiir i <1 sei
Ji = (€i-1,€i)

mit e_; = —00, €41 = 00. Sei jo so, daB r, € Jj,. Dann wahlen wir ein
ac (ggl(ejofl)aggl(%'o)) und setzen

Jnt1=gn U {((I, Tn)}

U /a

n<w

Dann ist

ein Isomorphismus von (A4, <) auf 7. O

Sei (A, <) eine p.o., X, Y C A. Das Paar (X,Y) ist ein Schnitt, wenn
X,Y # 0 und X <Y. Ein Schnitt (X,Y) ist eine Liicke, wenn es kein a € A
gibt mit X < a und a <Y. Eine p.o. (A, <) heifit vollstindig, wenn sie keine
Liicken besitzt. Ein Beispiel fiir eine vollstandige lineare Ordnung liefert die
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Menge der reellen Zahlen mit ihrer natiirlichen Ordnung, (IR, <).

Sei (A, <) eine lineare Ordnung, D C A. D heifit dichte Teilmenge, wenn

Vabe A(la<b—aeDVIde D(a<dAd<b)).

Lemma 2: Seien (Ao, <o), (A1, <1) vollstandige lineare Ordnungen ohne
kleinstes und ohne gréfites Element, Dg sei dichte Teilmenge von Ag und Dy
sei dichte Teilmenge von Ay. Wenn f : Dy — D eine ordnungserhaltende
Abbildung ist, so lafit sich fo fortsetzen zu einer ordnungserhaltenden Abbildung

fﬁA0—>A1

von Ag in Ay. Wenn f eineindeutig ist, so ist auch f eineindeutig. Wenn

rng(f) = D1, so ist rng(f) = A;.
Beweis: Sei r € Ag. Wir setzen
X =70 Dy;

Y = f[X].

Dann ist Y eine beschrinkte Teilmenge von D;. Wir wéhlen fiir f(r) die kle-
inste obere Schranke von Y. Dann ist f ordnungserhaltend und f C f Man
sieht leicht, dafl aus der Eineindeutigkeit von f folgt, dafl auch f eineindeutig
ist und daB aus rng(f) = Dy folgt, daB rng(f) = A ist. O

Nun bilden die reellen Zahlen IR eine vollstandige dichte lineare Ordnung
ohne erstes und ohne letztes Element. Weiterhin bildet die Menge @ der ra-
tionalen Zahlen eine abzihlbare dichte Teilmenge von IR. Aus Theorem 1 und
Lemma 2 folgt nun

Theorem 3: Jede vollstindige dichte lineare Ordnung ohne erstes und ohne
letztes Element, die eine abzdhlbare dichte Teilmenge besitzt, ist isomorph zu

(R, <).

Sei (I,<) eine Wohlordnung und fiir jedes ¢ € I sei (L;,<;) eine lineare
Ordnung. Auf [],.; L; kénnen wir eine lineare Ordnung <; einfiihren durch

s<t gdw. Jiel(s(i)<t(i)AVk<i(s(k)=tk))).

(ITicr Li, <1) heiBt lexikographische Ordnung von {L; : i € I}. Wir schreiben
fiir diese lineare Ordnung oft einfach [[,.; L.

Wenn {L; : i € I} eine Familie von Wohlordnungen ist, so ist auch (] [;c; Li, <i)
eine Wohlordnung.

Wenn (Lg, <o) und (L1, <1) lineare Ordnungen sind, so ist die lexikographische
Ordnung Lo x L1 isomorph zum Ordnungsprodukt Lo® L1. Hieraus folgt sofort,
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dafl auch das lexikographische Produkt assoziativ ist.

Beispiel: (1) Wir bezeichnen mit Fin die Menge der endlichen Teilmengen
von w. Sei a,b C w. Wir haben in Kapitel 2 a =, b definiert als "aAb ist
endlich”, wobei die symmetrische Differenz A definiert wurde als aAb =g (a '\
b) U (b\ a). Damit ist =, eine Aquivalenzrelation auf P(w). Wir schreiben
P(w)/Fin fiir die Menge dieser Aquivalenzklassen. Fiir a,b C w setzen wir

aC, Bgdw. a\be Fin.

Wir schreiben a C, b fir a C, b A —a =, b.

Sei ag,a1,bp, b1 C w mit ag =, a1 und by =, by. Dann ist ag C, by gdw.
a1 Cu by. Somit kénnen wir C, als Relation auf P(w)/Fin auffassen. Man sieht
unschwer, daf§ (P(w)/Fin, C) eine p.o. ist.

Wir wollen zeigen, daf sich in die lineare Ordnung (P(w)/Fin, C,) die reellen
Zahlen einbetten lassen und da (P(w)/Fin,C,) nicht vollsténdig ist.

Man sieht leicht, daf (P(w)/Fin, C,) die folgende Eigenschaft besitzt:

(1)  wenn a,b C w mit a C, b, so gibt es ein ¢ C w mit a Cy ¢ Cy b.

Hieraus folgt leicht, dafl man jeder rationalen Zahl r eine Menge a, C w
zuordnen kann derart, dal aus p < r folgt a, Cs a,. Jeder reellen Zahl s
ordnen wir eine Menge as wie folgt zu:

aS:U{ar:reQ,rgs}.

Dann liefert die Zuordnung s — as eine Einbettung von (IR, <) in (P(w)/Fin, C,
).

Sei (a;)i<w eine Folge von Teilmengen von w mit Vik < w(i < k — a; Cy ag)
und sei b C w mit Vi < w (a; C, b). Wir zeigen, daf es ein ¢ C w gibt mit ¢ C, b
und Vi < w(a; Cx ¢). Dazu definieren wir eine Folge (n;)i<, von natiirlichen
Zahlen induktiv wie folgt:

n; sei irgendein Element aus

b\ (| @i U {ni & < i}).
k<i
Sei
c=b\{n;:i<w}.

Dann ist
cCibAVYI <w(a; Cyc).

Sei X ={a; i <w}, Y ={cCw:Vi<w(a Cs c)}. Dann ist (X,y) eine
Liicke:

Angenommen, ¢y C w ist so, dal X < ¢y und ¢g < Y. Dann ist ¢y € Y, und
aus den zuletzt gemachten Uberlegungen folgt, daB ein ¢; C w existiert mit
X C4 c1, ¢1 Cx ¢g. Damit ist aber auch ¢; € Y und somit ¢y Cx ¢1, im Wider-
spruch zur Wahl von c;.
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Das folgende Theorem besagt, dafl sich jede partielle Ordnung in eine lin-
eare Ordnung einbetten 1aft.

Theorem 4 : Sei (A, <) eine p.o. Dann gibt es eine lineare Ordnung (A, <1)
mit <C<y.

Beweis : Sei (A, <) gegeben. Wir betrachten die Menge
L={RCAxA:<CR,(AR) ist p.o.}.

L bildet bzgl. C eine p.o., die die Voraussetzungen des Zornschen Lemmas
erfiillt.

Sei R* ein maximales Element in (L, C). Wir werden zeigen, dafl (A, R*) eine
lineare Ordnung ist:

Angenommen, das ist nicht der Fall. Dann gibt es a,b € A mit (a,b) ¢ R* und
(b,a) ¢ R*. Wir setzen

S=R"U{(a,b)} U{(c,b): (¢c,a) € R"} U{(a,c) : (b,c) € R*}.

Man rechnet unschwer nach, dafl S eine p.o. auf A ist, die R* echt enthélt. Dies
steht im Widerspruch zur Maximalitat von R*. O

Sei A = (A, <) eine p.o. Als konverse p.o. A* bezeichnen wir die p.o. (A, <*)
mit
<*={(a,b) € A? : (b,a) e<}.

So bezeichnet fiir o € Lim, a* die konverse Ordnung (o, <) mit:
Wenn (3,7 € a, so ist f <.~ gdw. v € 3.

9 Die Zahlensysteme

Wir wollen in diesem Kapitel zeigen, dafl es innerhalb der Modelle von ZF(C
moglich ist, die natiirlichen Zahlen, ganzen Zahlen, rationalen Zahlen und
reellen Zahlen geeignet zu erklaren, so daf} sie die uns vertrauten Eigenschaften
besitzen. Das ist auf den ersten Blick gar nicht so einfach, wird doch durch die
Axiome von ZF(C nur die Existenz von recht abstrakten Mengen gesichert.

Wir haben im Kapitel 8 die Menge w der nattirlichen Zahlen eingefiihrt.
Der Beweis des folgenden Theorems sei dem Leser als Ubung iiberlassen:

Theorem 1:

(1) Sei a eine Menge mit ) € a und Vb € a (s(b) € a). Dann ist w C a.
(ii) Sei f eine Funktion mit w C dom(f). Dann gibt es genau eine Funktion
g mit dom(g) = w und ¥n (g(n) = f(gln))-
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Die ganzen Zahlen G lassen sich wie folgt einfithren: Wir betrachten die
Menge w? aller Paare von natiirlichen Zahlen. Das Paar (m,n) soll die ganze
Zahl m — n reprisentieren. Wir fithren auf w? eine Aquivalenzrelation = ein
durch

(m,n)=(m',n') gdw. m+n =m +n.

Wir bezeichnen mit [(m,n)] die zu (m,n) gehérende Aquivalenzklasse. Wir
setzen

G = {[(m,n)] : m,n € w}.

Wir definieren auf G die arithmetischen Operationen +, — und - durch
[(m,m)] + [(m,n)] = [(m +m,n+n)];
[(m,m)] = [(m",n)] = [(m,n)] + [(n,m)];
[(m,n)] - [(m 7)) =[(m-m' +n-n",m-n +n-m)].
Die Ordnung auf G 1483t sich definieren durch
[(m,n)] < [(m',n)] gdw. m+n" <n+m.

0 entspricht der Aquivalenzklasse [(0,0)] = {(m,m) : m € w}.

Die rationalen Zahlen @ lassen sich als Aquivalenzklassen auf G wie folgt
einfiihren: Fir a,b € G, b # 0, soll das Paar (a,b) die rationale Zahl a/b
repréasentieren. Wir fithren eine Aquivalenzrelation = auf G2 ein durch

(a,b) = (a',b) gdw. a-b =b-a.
Wir setzen
Q = {[(a,b)] : a,b € G,b# 0}.

Die Operationen +, —, - und ~! werden definiert durch
[(a,b)] + [(c, d)] = [(ad + be, bd)];
[(a,0)] = [(¢, d)] = [(ad — be, bd)];

[(a,0)] - [(¢,d)] = [(ac, bd)];
falls a # 0, so ist
[(a,0)] 7! = [(b,a)].
Unmittelbar aus den Definitionen folgt, dafl & und Q abzahlbar sind.

Wir kommen jetzt zu den reellen Zahlen IR. Wir benétigen zunéachst eine De-
finition. Unter einem Dedekind-Schnitt verstehen wir ein nichtleeres, echtes An-
fangsstiick A von Q ohne grofites Element. Mit IR bezeichnen wir die Menge aller
Dedekind-Schnitte. Dadurch, dafl wir verlangen, dafl die Dedekind-Schnitte
kein grofites Element haben, sichern wir, dafl jeder reellen Zahl genau ein
Dedekind-Schnitt entspricht. Wir beschreiben, wie auf IR die Addition definiert
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wird. Die anderen arithmetischen Operationen seien dem Leser zur Ubung
iiberlassen.

A+B={a+b:ac Abe B}.

Wir haben gezeigt, dafl sich die iiblichen Zahlklassen in den Modellen von
ZFC definieren lassen. Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dafl sich die
gewohnten Eigenschaften entsprechend iibertragen. Somit kénnen wir etwa bei
den reellen Zahlen auf die tibliche Vorstellung zuriickgreifen und brauchen nicht
in jedem Fall auf die abstrakte Definition zuriickzugehen. Wir werden davon im
néchsten Kapitel Gebrauch machen, wenn wir zeigen, dafl R und die Potenz-
menge von w die gleiche Machtigkeit haben.

10 Ordinalzahlarithmetik

Seien oo und B Ordinalzahlen. Mit o+ 8 bezeichnen wir diejenige Ordinalzahl,
die isomorph zu a @ 3 ist. a + ( ist die ordinale Summe von « und S.

Mit « - B bezeichnen wir diejenige Ordinalzahl, die isomorph zu a ® (§ ist. a -3
ist das ordinale Produkt von o und [3.

Wahrend die ordinale Summe und das ordinale Produkt assoziativ sind, sind
beide nicht kommutativ. So ist

und
Ww=2wH#w- -2=w+w.

Man iiberzeugt sich leicht, daf} folgendes gilt:

(i) wenn B <, soista+ < a+;

(ii) wenn v € Lim, so ist a+v =g, @+ B;
(iii) wenn <~y und a >0, soista-0<a-v;
(iv)  wenny € Lim, so ist a-v =gz, a-B;
(v) a-B+y)=a-f+a-7.

Aus (i) folgt sofort:

Wenn o + 8 = a+ v so ist § = «, d.h., es gilt die Linkskiirzungsregel der
Addition.

Die Rechtskiirzungsregel der Addition gilt nicht, wie das folgende Beispiel zeigt:

l+w=2+4w,

aber 1 # 2. Entsprechend folgt aus (iii), daf} gilt:
Wenn a8 =a- v und o > 0, so ist § = .
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Die Rechtskiirzungsregel der Multiplikation gilt nicht:

2-w=1 w.
Wiéhrend (v) besagt, dafl die Linksdistributivitét gilt, ist die Rechtsdistribu-
tivitat nicht erfillt:
1+) w=2w=w<<wtw=1-w+1 w.

Aus der Linkskiirzungsregel der Addition folgt, daf es fiir a, 8 € On mit o < 8
genau ein ~ gibt mit oo 4+ v = B. Wir bezeichnen dieses v mit a —(. Fiir a >
setzen wir

a-=0p=0.

Wir bezeichnen o —f3 als ordinale Differenz von a und (5.
Seien a = (Gy)y<q und b = (by),<p Folgen. Dann bezeichnen wir mit a™b
diejenige Folge (cy)y<a+p, fiir die gilt:

a~, wenn y < @;
Cy =
by, wenn a <y < a+ 3.

Seien «, § Ordinalzahlen, f: o — (. f ist stetig, wenn
(1) wenn v < § < a, so ist f(y) < f(0);

(ii) wenn v < a, v € Lim, so ist f(v) = U;s, f(9).

Eine Ordinalzahl « heifit Fizpunkt von f, wenn f(vy) = - ist.

Theorem 2: Sei F : On — On stetig und streng monoton wachsend. Dann
hat F beliebig grofie Fizpunkte.

Beweis: Wir haben zu zeigen, dafl es fiir jedes o ein 8 > « gibt mit

F(3) = 5.

Sei a gegeben. Wir setzen

Dann ist « = ag < -+ < ap < apy1 < -+ < ay, und aus der Stetigkeit von F
folgt, daB F(a,) = a, ist. O

Sei « eine beliebige Ordinalzahl, F,, : On — On sei gegeben durch

Fo(8) =a+p.

Dann ist F, stetig.
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Wir filhren nun die ordinale Exponentiation ein. Sei dazu « eine beliebige
Ordinalzahl. Wir setzen

o= 1;
aBtl — 8. a;
fiir v € Lim ist
a’l = U aP.
B<y

Bemerkung: Wir schreiben a?, um a® von o zu unterscheiden.

Lemma 3: Seien «, 3, v, § Ordinalzahlen mit o < 3, v < 6. Dann ist

(i) a7 <pY;
(ii) wenn o > 1, so ist ¥ < af.

Lemma 4: Sei o, 3,7 € On. Dann gilt

(i) a Pt = B . o7
(ii) a7 = (aP)a.

Sei @ > 1, und Gy, : On — On sei gegeben durch
G.(B) = a”.

Dann ist G, stetig.

Lemma 5: Seien o, € On, 1 < a < (. Dann gibt es~y,6 € On mit d < «
derart, dafs

B=oa-v+0.

~ und 0 sind hierbei eindeutig bestimmidt.

Beweis: Sei

'y:U{e:a'egﬁ}.

Dann ist
a-y<pB<a-(y+1).
Sei
d=03-"a 1.
Dann sind v und § wie verlangt. O

Theorem 6 (Cantor): Seien a, € On, o < 5. Dann gibt es ein ein-
deutig bestimmtes k sowie eindeutig bestimmte g, ..., Ye—1 und dg,...,0_1 Mit
Yo> 1> > Vo1, 0< 6 < a firi <k mit
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B=a. 5g+a -0+ + V1. (1)

Beweis: Wir halten « fest und fiihren den Beweis durch transfinite Induk-
tion liber § > a.
Fiir 8 = « ist nichts zu zeigen.
Sei nun 8 > « gegeben, und die Behauptung sei richtig fiir alle §* mit o <
B* < B. Wir zeigen die Existenz der Darstellung (1). Wir setzen

Yo = U{s rat < B}
Nach Lemma 5 gibt es dann eindeutig bestimmte dy und §; mit
ﬁ =a’°- 50 +ﬁ17

wobei 1 < a0 ist. Aus der Wahl von ~y folgt o < a. Die Induktionsbe-
hauptung, angewandt auf (1, liefert uns die gewtinschte Darstellung von (.
Unmittelbar aus der Konstruktion folgt die Eindeutigkeit der Darstellung. O

Lemma 7:

(i) Jedes V, ist transitiv.
(ii) Wenn a < 3, so ist Vo C V3.

Beweis:
(i) (Durch transfinite Induktion tiber a):
a = 0: Vj ist transitiv.
a=p+1:SeiaecbeV,="P(Vz). Dannist a € b C V3 und somit ist a € V,.
a € Lim: Dann ist V,, als Vereinigung transitiver Mengen selbst auch transitiv.

(ii) (Durch transfinite Induktion iiber 3):
6 = 0: klar.
B =+ 1: Wir nehmen an, da8 fiir alle o <y gilt V, C V.
Wenn o < 3, so ist a < oder o = 3. Dann ist V, C V,, oder V,, = V3. Wegen
V, € Vg ist mit (i), V, C V3 und somit V, C Vj.
B € Lim: Wegen Vg =, 5V, ist fiir alle « < 3, Vo, C V3. O

Theorem 8: Ya3a(a € V).

Beweis: Angenommen, es gibt ein a mit Va(a ¢ V,). Dann gilt dasselbe
auch fir TC(a), somit kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, daf a transitiv ist.

Fall 1: Vb € a3a (b€ V,).
Fiir b € a sei 7(b) das kleinste a mit b € 7(b). Sei

v = U 7(b).
bea

(Das Ersetzungsaxiom sichert, daf8 | J,, m(b) eine Menge ist.) Dann ist a C V/,,
und somit ist @ € V1.



10 ORDINALZAHLARITHMETIK 49

Fall 2: 3b € aVa (b ¢ V,).
Wir setzen
a*={bea:Valb¢ Vy)}.

Dann ist a # (. Somit gibt es nach dem Fundierungsaxiom ein b € a* mit
Ve € b(c ¢ a*). Da a transitiv ist, ist b C a und Ve € bJa(c € V,,). Dann ist
aber b wie in Fall 1, und wir erhalten ebenfalls einen Widerspruch.

Somit haben wir gezeigt, dal Va Ja (a € V). O

Lemma 9: Sei b € a, rank(a) = . Dann ist rank(b) < .

Beweis: Wir fithren den Beweis durch transfinite Induktion tiber a.
Wenn « = 0, so ist nichts zu zeigen.
Sei « =+ 1. Dann ist b € a C V,, = P(Vj3). Damit ist b C Vg und somit ist

rank(b) < < a.

Sei o € Lim. Wenn
beaCVa=J V3
[B<a

so existiert ein 3 < a mit b € V3. Dann haben wir

rank(b) < < a.

Aus diesem Lemma 148t sich leicht das folgende Korollar ableiten:

Korollar 10:

(i) Fiir jedes « ist rank(a) = a.
(ii) Wenn a € V,, so ist |Ja € V,.

Zum Abschluf} dieses Kapitels wollen wir zeigen, dafl sich jede abzéhlbare
Ordinalzahl in IR einbetten 1&8t.

Lemma 11: Sei « eine abzihlbare Ordinalzahl. Dann gibt es eine streng
monoton wachsende Folge (3;)i<, mit

Uﬁi:a.

Beweis: Sei (;)i<w eine Aufzéhlung von a. Induktiv definieren wir 3; wie
folgt:

Bo = 0;
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Sei kyy1 das kleinste k < w mit ap > §,. Dann ist

Brnt1 = .

Dann leistet die Folge (f;)i<w das verlangte. O

Theorem 12: Fine Ordinalzahl o lafit sich in R einbetten gdw. sie hochstens
abzdhlbar ist.

Beweis: Sei A C IR mit type(A) = a. Sei (ag)g<q eine Aufzahlung von A
mit ag < a, fir § < v < . Wir betrachten die offenen Intervalle (ag,as41)
fiir 8 < . Jedes dieser Intervalle enthélt eine rationale Zahl. Da die Intervalle
paarweise disjunkt sind und es nur abzahlbar viele rationale Zahlen gibt, muf}
|a] < w sein.

Wir zeigen nun durch Induktion tiber «, dafl sich jedes o < w1 in IR einbetten
1a83t.

Wenn o < w, so ist das klar.

Sei o < wy, und fiir jedes B < « sei bereits gezeigt, dafl sich § in IR einbetten
1a83¢.

Sei a = 4+ 1. Da sich § in IR einbetten 1a3t, gibt es auch eine Einbettung
m: [ — (0,1) von § in das Intervall (0,1). Sei nun

™ =nU{(5,1)}.

Dann ist 7* eine Einbettung von « in IR.

Sei @ € Lim.

Wir wéhlen eine streng monoton wachsende Folge (8;)i<., mit (J, ., 6 = a.
Wir setzen

Y0 = Po,
Tn+1l = /Bn—l—l _.ﬁn-

Dann ist fiir jedes n < w, v, < a. Fiir n < w sei m; eine Einbettung von ~; in
das Intervall (i,7 4+ 1). Dann ist

r=Un

eine Einbettung von « in IR. O

11 Kardinalzahlen

Eine Ordinalzahl « ist eine Kardinalzahl, wenn fiir alle 8 < « gilt 8 % «, d.h.,
wenn es keine Bijektion von g auf a gibt.

Wir bezeichnen Kardinalzahlen mit griechischen Buchstaben. Wahrend «, 3,
v, ... sowohl Kardinal- als auch Ordinalzahlen bezeichnen, sind k&, A, ... auss-
chliellich fir Kardinalzahlen reserviert.

Sei X eine Menge. Dann bezeichnet | X | diejenige Kardinalzahl &, fiir die X ~ &
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ist. Korollar 7.7 impliziert, daf} fiir jede Menge X genau eine solche Kardi-
nalzahl existiert. |X| heifit Mdchtigkeit von X.

Bemerkung: Die Méachtigkeit einer Menge 148t sich nur mit Hilfe von AC auf
diese Art definieren. In Kapitel 18 ist ausgefiihrt, welche Probleme bei der
Definition der Méchtigkeit auftreten, wenn man AC nicht zur Verfiigung hat.
Aus der Definition der Méachtigkeit folgt sofort, dafi gilt:

Wenn o, f € On, a < f3, so ist |a| < |
Sei k eine Kardinalzahl. Aus dem Theorem von Cantor folgt, dafl k < |P(k)|
ist. Damit gibt es eine kleinste Kardinalzahl A mit A > k. Diese Kardinalzahl

A bezeichnen wir mit x+.

Wir wollen zunéchst zeigen, daBl jede natiirliche Zahl Kardinalzahl ist. Dazu
benétigen wir einige Vorbereitungen.

Lemma 1: Sei f € Func, A =dom(f), B =rng(f). Dann ist |B| < |A|.

Beweis: Wir miissen zeigen, dafl es eine Injektion

g:B— A
gibt.
Sei <, eine Wohlordnung von A. Fiir b € B sei ¢g(b) das <,-kleinste Element
aus f~1(b). Damit ist g die gewiinschte Injektion. O

Lemma 2: Seien A und B Mengen mit |A| < |B|, a € A, b € B. Dann ist
auch [A\ {a}] < |B\ {b}].

Beweis: Sei f eine Injektion von A in B. Wir definieren dann

g:A\{a} — B\ {b}

wie folgt:
Wenn f(a) = b, so ist f|\(q) eine Injektion von A\ {a} in B\ {b}.
Sei nun f(a) # b. Dann definieren wir eine Funktion g mit dom(g) = A\ {a}

e f(a), wenn f(x) # b
9(@) = { f(a): wenn f(z) = b.7

Dann ist g eine Injektion von A \ {a} in B\ {b} und somit ist

[AN{a}| < [B\ {b}].

Lemma 3: Seien m,n € w, m < n. Dann ist |m| < |n|.

Beweis: Aus m C n folgt |m| < |n|.
Angenommen, es gibt m,n € w, m < n mit |m| = |n|. Wir wéhlen das kleinste
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n, fiir das es ein m < n mit |m| = |n| gibt. Offensichtlich sind dann m und
n von 0 verschieden. Analog zum Beweis von Lemma 2 folgt, dafl dann auch
|m — 1| = |n — 1] ist, im Widerspruch zur Wahl von n. O

Mit Lemma 3 haben wir, dafl jede natiirliche Zahl auch Kardinalzahl ist.

Theorem 4: Sei A eine Menge von Kardinalzahlen. Dann ist auch |J A
eine Kardinalzahl.

Beweis: Sei
o= U A.

Wir unterscheiden zwei Falle:

Fall 1: Es gibt in A eine grofite Kardinalzahl .
Dann ist | J A = k&, also ist |J A eine Kardinalzahl.

Fall 2: Fiir jedes k € A gibt es ein A € A mit k < A.
Angenommen, (J A ist keine Kardinalzahl. Sei

k= |al.

Wegen k < « gibt es dann ein A € A mit k < A. Aber hieraus folgt sofort der
Widerspruch
lal =Kk < A < |al.

Damit mufl (J A eine Kardinalzahl sein. O
Wir bezeichnen mit Card die Klasse aller Kardinalzahlen.
Aus Theorem 4 folgt sofort, dafl auch w eine Kardinalzahl ist.

Sei A eine beliebige Menge. A heifit abzdhlbar, wenn |A| = w ist und dber-
abzihlbar, wenn |A| > w ist.

Theorem 5: Die Klasse Card ist keine Menge.

Beweis: Sei F die funktionale Klasse, die aus allen Paaren (a,b) besteht
mit

b=wU{ld|":3c((c,d) € a)}

Sei G wie in Theorem 7.2 (Theorem iiber transfinite Rekursion) definiert. Dann
ist G : On — Card. Die Funktion G ist bijektiv, und damit kann Card keine
Menge sein. O

Die Funktion G aus dem Beweis von Theorem 5 hat als Wertebereich die
Klasse aller unendlichen Kardinalzahlen. Wir setzen

wa = G(a).
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Statt w, wird oftmals auch die Bezeichnung X, gewéhlt (X, gesprochen aleph,
ist der erste Buchstabe des hebriischen Alphabets).
Wir haben nun:

Lemma 6:

(i) Fir jede unendliche Kardinalzahl k gibt es ein o mit kK = wy,.
(ii) Wenn a < 3, s0 ist wo < wg.

Eine Kardinalzahl « ist Limeskardinalzahl, wenn k = wg oder k = w, fiir
eine Limesordinalzahl 7. Sei k£ # 0 und keine Limeskardinalzahl. Dann heifit
Nachfolgerkardinalzahl. Damit ist x eine Nachfolgerkardinalzahl, wenn es eine
Kardinalzahl X gibt mit AT = k.

Seien a und b Mengen. In Kapitel 4 haben wir % eingefiihrt als die Menge
b0 = {f € Func : dom(f) = bArng(f) C a}.

Die Kardinalzahlexponentiation wird wie folgt eingefiihrt: Seien x, A € Card.
Dann setzen wir
K = k|

Sei k eine beliebige Kardinalzahl, X C k. Dann ist die Menge X eindeutig
durch ihre charakteristische Funktion chx : k — 2 bestimmt, die gegeben ist
durch

1, wenn o € X;
chx (@) = { 0 sonst.

Hieraus folgt sofort
[P(r)] = |72 = 2%

Sei a eine beliebige Menge, x eine Kardinalzahl. Dann setzen wir
[a]" ={bC a:|b| = K};

[a]<" ={bCa:|b| <k}

und
[a]=* ={bCa:|b| <k}

Weiterhin setzen wir fir beliebiges a € On
“Yq = U Pa,
B<a

Wir wollen nun zeigen, daf |R| = 2¢ ist:

Theorem 7:
IR| = 2%.
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Beweis: Nach dem Theorem von Schroder-Bernstein geniigt es, |R| <
|P(w)| und |P(w)| < IR zu zeigen.

Die Funktion y = arctan(x) liefert eine Bijektion von R auf das offene In-
tervall (—m/2,7/2). Durch eine lineare Transformation 148t sich dieses Intervall
auf das offene Intervall (1,2) abbilden. Somit sind R und das offene Intervall
(1,2) gleichméchtig. Wir definieren eine Injektion

f:(1,2) = Pw)

durch '
f(r)y=A[r-10"] :i € w}

(wobei [x] den ganzzahligen Anteil von x bezeichnet). Eine Injektion
g:Pw)—R

definieren wir durch

g(a) = 231

i€a

Damit muf} |R| = |P(w)] sein. O
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Korollar 8:

(i) IRIR| > 2v.
(ii) Es gibt 2% stetige Funktionen von R in R.

Beweis:

(i) Sei |IR| = k. Dann ist |[RIR| > R2 = 2% > = 2%,

(ii)) Wenn f : IR — IR stetig ist, so ist f bereits durch f|q eindeutig bestimmt.
Aber |QR| = (2v)¥ = 2v. O

Es stellt sich die Frage, wie grofl 2 im Vergleich zu « ist. Die beriihmte
Kontinuum-Hypothese ist die folgende Aussage:

(CH) 2% = wi.

Sie besagt gerade, daf sich zwischen der Méchtigkeit der Menge der natiirlichen
Zahlen und der Méchtigkeit der Menge aller Teilmengen der natiirlichen Zahlen
keine weitere Machtigkeit finden 14t.

Eine Verschéarfung der Kontinuum-Hypothese ist die verallgemeinerte Kontinuum-
Hypothese, die folgendes besagt:

(GCH) Va(2Y = way1).

Von Godel wurde 1938 gezeigt, dafi CH relativ zu ZFC konsistent ist. Man
vergleiche hierzu auch Kapitel 23.
Andererseits wurde von Cohen 1963 gezeigt, dafl auch —CH relativ zu ZFC kon-
sistent ist. Er fiihrte hierzu die sogenannte Forcing-Methode ein, die zu einer
fundamentalen Methode der modernen Mengenlehre geworden ist. Als anwen-
derfreundlicher Extrakt hiervon laft sich Martin’s Axiom auffassen, auf das in
Kapitel 23 ausfiihrlich eingegangen wird.

12 Kardinalzahlarithmetik

Seien x und A Kardinalzahlen. Wir definieren die Summe und das Produkt von
x und A\ wie folgt:

E+A=|kx{0}UXx{1};
K- X=|kx A

Es ergibt sich hieraus sofort:
Wenn A und B disjunkte Mengen sind, so ist |A| + |B| = |A + B].
Fiir beliebige Mengen A und B ist |A x B| = |A]| - |B].

Eine Ordinalzahl « heit gerade, wenn o = v + 2n, wobei v € Lim U {0}
und n € w. Ansonsten heifit a ungerade. Wir haben nun
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Lemma 1: Fir jede unendliche Kardinalzahl k ist

K+ K =K.

Beweis: Sei
A={a < k:aist gerade },

B ={a < k: a ist ungerade }.

Wir definieren f: k — A und g : Kk — B wie folgt:
Sei « =7y +n <k, v € {0} ULim. Dann ist

fla) =~ +2n;
gla) =~v+2n+1.

Dann ist f eine Bijektion von x auf A, und ¢ ist eine Bijektion von x auf B.
Damit haben wir |A| = |B| = &, und wegen AU B = k, AN B = () folgt nun

K+ K =K.

Lemma 2: Fir jede unendliche Kardinalzahl x ist

KR =K.

Beweis: Wir filhren den Beweis durch transfinite Induktion iiber .
Sei kK = Ng. Die Abbildung f : Xy — Ry x Rg mit f(n) = (n,0) ist injektiv,
somit ist Ng < [Rg x Rg|. Wir definieren nun eine Injektion 7 : Rg x Ry — Ny
durch
w(i,j) = 2°- 3.

Somit ist |[Ng x Ng| < V. Aus dem Theorem von Schroder-Bernstein folgt nun,
daf No = |N0 X No‘ ist.

Angenommen, fiir alle A < x ist A- A = A. Wir fithren auf xk x s eine Wohlord-
nung <,, wie folgt ein:

(o, B) <w (7,6) gdw. o+ 3 < v+ 9 oder
a+fB=v+0und a <.

Man sieht leicht, dafl es sich hierbei um eine lineare Ordnung handelt. Wir
zeigen, dafl <,, eine Wohlordnung ist. Sei dazu A eine nichtleere Teilmenge von
K X K. Sei

v=min{a+p: (a,0F) € A}.
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Wir setzen
B={(o,pf)e A:a+ =1}

d =min{a: 30((, B) € B)}.

Sei (a, #) das <,-kleinste Paar (o*, 8*) mit o* = § und a* + * = . Dann ist
(a, B) das kleinste Element von A.
Fir a < k sei

Ao ={(8,7): B+ <a}.
Dann ist nach Induktionsannahme |A4,| < k und weiterhin ist
KX K= U A,
a<k

Jedes A, ist ein Anfangsstiick von x x k. Da |J,., Aa = k X & ist, hat jedes
Anfangsstiick von x x k einen Ordnungstyp < x. Damit ist auch type(k x k) < k&,
und wegen k < |k x k| folgt sofort

type(k X K) = K.
Somit ist |k X k| = K. ]
Aus Lemma 1 und Lemma 2 ergibt sich

Lemma 3: Seien k und X\ unendliche Kardinalzahlen. Dann ist

K+ A=k A=maz{k, \}.

Beweis: O.B.d.A. sei k < A. Dann haben wir
EK+A<A+A=A

und
K- A< A A=A\

|

Lemma 4: Sei k € Card, k > w, (Ay)a<k eine Folge von Mengen mit
|Aa| < K fiir jedes o < k. Dann ist ||, . Aal < K.

a<k

Beweis: Sei

A:LJAw

a<k

Fir a < k sei

B = Ao\ | 4s.

[B<a
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Sei F' die Menge aller Funktionen f mit dom(f) € Aund rng(f) C k. Weiterhin
sei <p eine Wohlordnung von F. Fiir a < & sei f, die <p-kleinste Funktion
mit dom(fy) = Bg. Sei

Ja = {(a7 (O‘?’Y)) : (ava) € fa}-

g:Uga

a<k

Dann ist

eine Funktion von A in k X x, und wegen | X k| = k haben wir

| 4ol < 5.

a<k

a

Wir haben diesen Beweis sehr ausfiihrlich gegeben, um zu zeigen, an welchen
Stellen das Auswahlaxiom benétigt wird. Ohne Auswahlaxiom 148t sich bei-
spielsweise nicht zeigen, dafl die Vereinigung einer abzéhlbaren Familie von
abzahlbaren Mengen wieder abzahlbar ist.

Kiirzer 148t sich der obige Beweis wie folgt fithren: Fiir jedes a < k wéhle man
ein f, : Ay — K und setze aus diesen f, ein ¢ : Ua<n A, — K X K zusaminen.
Dabei bleibt es dem Leser iiberlassen, sich zu iiberlegen, wie dieses g aus den
fa konstruiert wird.

Mit Hilfe von Lemma 4 148t sich nun zeigen:

Korollar 5: Sei r eine unendliche Kardinalzahl. Dann ist |[k]~%| = k.

Beweis: Es ist leicht zu sehen, dafl

<) <1 "l

n<w

Mit Lemma 2 folgt, daB fiir alle n < w gilt |"k| = k. Somit ergibt sich mit
Lemma 4 die Behauptung. O

Wir haben zu Beginn dieses Kapitels die Summe und das Produkt zweier
Kardinalzahlen definiert. Diese Definition kann wie folgt auf unendliche Mengen
von Kardinalzahlen erweitert werden:

Sei (Ki)i<a eine Folge von Kardinalzahlen. Dann setzen wir

> wi= P il

<o i<a
[Lri =1l
<o i<a

Damit kann [],_, #; sowohl das Kreuzprodukt der Mengen &; als auch das
Produkt der Kardinalzahlen x; bezeichnen. Aus dem jeweiligen Kontext wird
klar, was gerade gemeint ist.
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Aus dieser Definition folgt sofort: Sei (k;)i<q eine Folge von Kardinalzahlen
und sei (4;)i<q eine Folge von paarweise disjunkten Mengen. Dann ist

> k=4l

<o i<«
und

[[ =TT Al

<o i<«

Wir benétigen nur fiir die Summe, dafl die A; paarweise disjunkt sind.

Theorem 6 (Ko6nig): Seien (K;)ica und (\;)i<a Folgen von Kardinalzahlen
und fur alle i < « sei k; < X\;. Dann ist

ZHZ'< H)‘i'

<o i<a

Beweis: Sei {4; : i < a} eine Familie von paarweise disjunkten Mengen
mit Vi < o (|Ai| = ki). Sei
A=] 4.
i<a
Fiir ¢ < « sei m; eine Bijektion von &; in A; \ {0}. Wir definieren eine Funktion
F:A—T]],_,\i durch

<o

mi(a), wenn a € A;;
0 sonst.

nm:{

Dann ist F' bijektiv und somit ist
1> mil < 1Tl
i<a i<a
Angenommen, es ist | >, kil = |[[;cq Ail- Sei
T:A— H i
i<
eine Bijektion. Fiir jedes ¢ < « sei

B; = {W(a)z‘ a e Az}

Wegen |B;| < k; existiert fiir jedes i < « ein 7; € A; \ B;. Dann ist aber
(Vi)i<a € [licq Ai \ rng(m), im Widerspruch zur Annahme. O

Wir kommen nun zum Begriff der Konfinalitat. Sei o € On, A C «. A ist
konfinal in o, wenn

VB<adye A(B <)
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Wenn « eine Nachfolgerordinalzahl ist, so ist A konfinal in o gdw. der Vorgénger
a =1 von « in A liegt. Die Konfinalitdt von « ist definiert als

cf (o) = min{~y : 3A (type(A) = v und A ist konfinal in «)}.

Wenn « eine Nachfolgerordinalzahl ist, so ist ¢f(a) = 1. Aus diesem Grunde
sind nur die Limesordinalzahlen fiir die Konfinalitat von Interesse.

Sei f eine monoton wachsende Funktion mit dom(f) € On. f heifit konfinal in
a, wenn rng(f) konfinal in « ist. Dann haben wir:

cf () = min{dom(f) : f ist konfinal in «}.
Lemma 7: Fir jedes o € On ist cf (a) eine Kardinalzahl.

Beweis: O.B.d.A. ist &« € Lim. Sei f konfinal in «, x = |dom(f)| und
sei m 1 k — c¢f(a) eine Surjektion auf cf(«). Wir definieren eine Funktion
gk — a+ 1 wie folgt:

9(B) = sup{g(r()) : v < B}
Sei
6 = min{y: g(vy) = a}.
Dann ist g|s konfinal in «, und wegen ¢ < k folgt, dafl ¢f (o) € Card sein muf}.O

Eine unendliche Kardinalzahl  heifit reguldr, wenn cf (k) = & ist, und sin-
guldr, wenn cf (k) < k ist.
w ist reguldr. Die Funktion f:w — R, mit f(i) = ¥; ist konfinal in X,. Damit
ist N, singulér.

Lemma 8: Fir jede unendliche Kardinalzahl k ist cf (k) reguldr.

Beweis: Sei f: a — & konfinal in £ und o minimal. Wenn « keine regulére
Kardinalzahl ist, so gibt es ein § < « sowie eine Funktion g : § — «, die
konfinal in « ist. Dann ist aber auch fog : 8 — k konfinal in «, und dies
widerspricht der Minimalitdt von a. O

Lemma 9: Fiir jede unendliche Kardinalzahl k ist k+ reguldr.

Beweis: Angenommen, f : o — s ist konfinal. Dann ist

k= 18).

[B<a

Dann ist fiir jedes 8 < «, | f(8)| < k. Mit Lemma 4 folgt nun, da§ o > k™ sein
muf. O

Hieraus folgt: Wenn & nicht reguldr ist, so ist x Limeskardinalzahl. Wenn «
eine Limeskardinalzahl ist, so gibt es eine Folge (k;);<cf(x) von Kardinalzahlen
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mit Vi < ¢f (k)(ki < k) und sup{k; : i < c¢f(k)} = k.

Sei (3;)i<a eine streng monoton wachsende Folge von Ordinalzahlen. Dieser
Folge entspricht eine Funktion f mit dom(f) = a. Damit ist (5;)i<q stetig,
die zugehorende Funktion f ist stetig, und das ist der Fall gdw. wenn fiir jede
Limesordinalzahl v < a gilt 8, = U, 6.

Man sieht leicht, daf3 folgendes gilt:

Lemma 10: Sei (;)i<q eine stetige, streng monoton wachsende Folge von
Ordinalzahlen. Dann ist fiir jede Limesordinalzahl v < a, ¢f (v) = ¢f(8,).

Wir kommen nun zur Kardinalzahlexponentiation. Seien x und A beliebige
Kardinalzahlen. Wie bereits in Kapitel 11 erwéhnt, bezeichnen wir mit x* die
Miéchtigkeit von *«, d.h. die Michtigkeit der Menge aller Funktionen von \ in
k. Dann folgt unmittelbar aus der Definition:

Lemma 11: Seien k, A und p Kardinalzahlen. Dann gilt

() ()= w

ii wenn k < A, so ist k* < A
i1 <A st kE < AP
iii wenn A < w, so ist kK < KM,
(...) )\ < M . t >\ < "

Theorem 12: Sei k eine unendliche Kardinalzahl. Dann ist

(i) k) > g
(i)  cf (k) > A

Beweis:
(i) Sei f : ¢f (k) — K konfinal. Dann folgt aus dem Theorem von Kénig

=] |J f@l< Y (@] <wT.

a<cf(k) a<cf(k)

(ii) Wenn (k;);< eine Folge von Kardinalzahlen ist mit Vi < A (k; < %), so ist
Z/@- < HK/\ = (kM) = k.
i<\ i<\

Somit muB cf (k*) > A sein. ]

Seien k£ und A Kardinalzahlen mit A < cf(x) und sei f €* k. Dann ist
sup(rng(f)) < k. Somit haben wir

Lemma 13: Sei x, A € Card mit A\ < ¢f (k). Dann ist

Ak = U A

a<k
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Aus diesem Lemma folgt sofort

Lemma 14: Sei x, A € Card. Dann ist

) (5 = wt
(ii)  wenn A < ¢f (k) und k € Lim, so ist K = Dou<n .

Weiterhin haben wir

Lemma 15: Seien k, A € Card. Wenn cf (k) < XA < k, so ist

K,A _ (Z Mk)cf(n).

p<k

Beweis: Wir haben zunéachst

(Z M}\)Cf(/i) < (ﬁ)\)cf(n) _ H)‘.

U<k

Um zu zeigen, da x* < (> p<n p) (%) ist, konstruieren wir eine Injektion

F- )\R _ [U )\H]cf(n)

U<k
wie folgt: Sei (B;)i<cf(x) eine Folge, die konfinal in x liegt. Sei f € Y. Fiir
i < cf (k) definieren wir f; € A3; wie folgt:

| fla), wenn f(a) < B
file) = { 0 sonst.
Sei
F(f)={firi<cf(r)}

Dann ist F' die gewlinschte Injektion. O

Theorem 16: Sei k eine singuldre Limeskardinalzahl, und es existiere ein
w< K mit
Vv(p<v<k—20=2").

Dann st
28 = oM,

Beweis: Da x eine Limeskardinalzahl ist, gibt es ein v < x sowie eine Folge
(Ka)a<y mit Yo < y(kq < &) und sup{kq : @ < v} = k. Wegen £ = ), Ka
haben wir

oK _ H oo < H on (2u)|7| — ol — on
a<y a<y
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a

Theorem 17 (GCH): Seien r und \ unendliche Kardinalzahlen. Dann ist

K, wenn \ < cf (K);
kY=< KT, wenn cf (k) <\ < Ky
AT, wenn A > k.

Beweis: Wenn A < ¢f(k), so ist

|A"5‘:\U)\7\SR'Sup{,u/\:,u<n}§m'm:,<;,
Y<K

Wenn cf (k) < A < K, so ist nach Theorem 11(i), K* > k. Wegen r* < k" =
2F = k¥ folgt dann x* = k™.

Wenn A > &, so ist
A<M <M < (@) =22 = 2h =\t
O

Die beiden folgenden Definitionen sind oftmals niitzlich. Sei A eine Menge,
a € On. Wir setzen 5
A= ] A

B<a

Fir k, A € Card setzen wir
H<>\ — ‘<>\I€|.

Eine Kardinalzahl x heif3t schwach unerreichbar, wenn k reguléar und Limeskar-
dinalzahl ist. s heifit stark unerreichbar, wenn x schwach unerreichbar ist und
auBerdem gilt VA < x (2* < k). Statt stark unerreichbar sagt man oftmals ein-
fach unerreichbar. Eine Limeskardinalzahl A heifit strenge Limeskardinalzahl,
wenn Ve < A (2% < A). Somit ist eine Kardinalzahl unerreichbar, wenn sie
regular und strenge Limeskardinalzahl ist.

Es entsteht die Frage, ob unerreichbare Kardinalzahlen existieren, und wie
grof} sie sind. Zunéchst sehen wir, dal aus GCH folgt, daf jede schwach uner-
reichbare Kardinalzahl auch stark unerreichbar ist. Es 1t sich in ZFC nicht
zeigen, dafl unerreichbare Kardinalzahlen existieren:

Theorem 18: Wenn ZFC konsistent ist, so ist auch ZFC + "es gibt keine
unerreichbare Kardinalzahl” konsistent.

Beweis: Sei (V, €) ein Modell von ZFC. Wenn in (V, €) keine unerreichbare
Kardinalzahl existiert, so sind wir fertig. Wir nehmen also an, dafl es in (V, €)
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unerreichbare Kardinalzahlen gibt, und es sei x die kleinste unter ihnen.

Wir zeigen, da (Vi, €) ein Modell fiir ZF'C' + "es gibt keine unerreichbare Kar-
dinalzahl” ist. Dazu zeigen wir zunéchst, dafl in (V, €) alle Axiome von ZFC
erfiillt sind.

Mengenexistenz ist trivialerweise erfiillt, die Extensionalitéat folgt aus der Tran-
sitivitdt von Vj, ebenso wie das Fundierungsaxiom. (Vj,€) ist abgeschlossen
unter Vereinigung, Paarbildung und Potenzmengenbildung. Somit sind Vereinigungs-
axiom, Paarmengenaxiom und Potenzmengenaxiom erfiillt. Seia € V,;, rank(a) =
B. Dann ist P(a) € V41, und somit ist das Komprehensionsschema erfiillt.
Analog folgt das Auswahlaxiom. Aus V,, € V, folgt w € V.. Damit ist das
Unendlichkeitsaxiom erfiilllt. Wir kommen nun zum FErsetzungsschema. Sei
a € Vi, ¢(x,y) eine Formel, in der y nicht frei vorkommt, und es gelte

Ve € adly € Vi o(x,y).
Wie betrachten die Menge

B={b:3ce€ap(cb)}.
Sei /

B = {rank(b) : b € B}.

Da |a| < & und rank(b) < & fiir jedes b € B, ist sup B < &, und hieraus
folgt B € V. Damit ist auch das Ersetzungsschema erfiillt. Somit ist (V;, €)
ein Modell von ZFC. Wir miissen noch zeigen, daf es in (V,, €) keine unerre-
ichbaren Kardinalzahlen gibt. Zunéchst sehen wir, dafl ein o < & in (V| €)
Kardinalzahl ist gdw. « in (V,, €) Kardinalzahl ist. Weiterhin stimmen fiir
a < kK, ¢f(A\)V* und cf (\)V sowie P(a)"* und P(a)Viiberein. Damit ist fiir
jedes A < , |2MY* = [2*|Y. Somit kann es in (Vj, €) keine unerreichbaren
Kardinalzahlen geben. O

13 Cub-Filter

Wir beginnen mit der Definition von Ideal und Filter.

Definition 1: Sei a eine beliebige, nichtleere Menge, F' C P(a). F ist ein
Filter iiber a, wenn

(i) a€F;
(i) VYbce F(bNceF),
(ili) Yoe FVYe(bCcCa—ceF).

F heifit echter Filter, wenn () ¢ F.

Wenn {F; : i € I} eine Menge von Filtern iiber a ist, so ist auch (;; F; ein
Filter iiber a.
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Definition 2: Sei a eine beliebige, nichtleere Menge, I C P(a). I ist ein
Ideal iiber a, wenn

(i) 0el;
(ii) VbeceI(bUce ),
(i) VbelIVe(cCb—cel).

I heift echtes Ideal, wenn a ¢ I.

Wir haben es im folgenden nur mit echten Filtern bzw. echten Idealen zu
tun. Wenn wir in Zukunft von Filtern oder Idealen sprechen, so meinen wir
stets echte Filter bzw. echte Ideale.

Wenn {J; : i € I} eine Menge von Idealen iiber a ist, so ist [, J; ebenfalls
ein Ideal iiber a.
Sei F' ein Filter iiber a. Wir setzen

F*={a\b:be F}.

Dann ist F™* ein Ideal, das duale Ideal von F. Entsprechend setzen wir, wenn [

ein Ideal ist,
I"={a\b:bel}.

Dann ist I* ein Filter, der duale Filter von I.
Wenn F' ein Filter iiber a ist, so ist F** = F, und entsprechend, wenn [ ein
Ideal ist, so ist I** = 1.

Beispiel: (1) Sei a eine beliebige Menge; Fin(a) sei die Menge der endlichen
Teilmengen von a. Dann ist Fin(a) ein Ideal. Wenn a unendlich ist, so ist
Fin(a) ein echtes Ideal. Wir setzen

Cofin(a) = Fin*(a)

und bezeichnen Cofin(a) als Filter der koendlichen Teilmengen von a. Damit
ist Fin = Fin(w). Entsprechend setzen wir Cofin = Cofin(w).
(2) Sei a eine beliebige, nichtleere Menge, s € a. Wir setzen

Fs={bCa:seb}.

Dann ist F§ ein Filter. Wir nennen ihn den durch s erzeugten Hauptfilter. F7
heiflt das durch s erzeugte Hauptideal.

(3) Sei I die Menge der nirgends dichten Teilmengen von IR (a C IR ist nirgends
dicht, wenn fiir jedes Intervall (r,s) mit r < s ein Intervall (1, s") existiert mit
s < s <r’ <rderart, daB a N (', s") = (). Dann ist I ein Ideal {iber IR.

(4) Firr € R, e >0sei U(r) = {s € R:|s —r| < e}. Wir setzen

F.={aCR:3¢>0Ur) Ca)}.
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Dann ist F. ein Filter.
(5) Sei I ={a Cw; : |a|] <w}. Dann ist I ein Ideal tiber wj.
Sei x eine unendliche Kardinalzahl. Ein Ideal I heifit x-vollstindig, wenn
VACI(Al <k —|JAae.
Entsprechend heifit ein Filter F' k-vollstandig, wenn
VAC F(|Al <k —[)A€PF).

Das Ideal aus Beispiel (2) ist k-vollstdndig fiir jedes k. Das Ideal aus Beispiel
(5) ist wi-vollstandig, aber nicht wy-vollstandig.

Beispiel: (6) Seien s, A Kardinalzahlen, £ < XA und & regulér. Sei
F={ACX:|A| <k}
Dann ist F' ein x-vollstandiger Filter.

Ein Filter F' iiber einer Menge a heifit freier Filter, wenn Cofin(a) C F.
Damit ist ein Hauptfilter nicht frei und Cofin(a) ist frei. Ein Filter U iiber a
heifit Ultrafilter, wenn

VbePla)(beUVa\beU).

Offenbar ist jeder Hauptfilter auch Ultrafilter. Bevor wir zum Existenznachweis
von freien Ultrafiltern kommen, benGtigen wir ein paar weitere Begriffe: Sei a
eine Menge, X C P(a). X hat die endliche Durchschnittseigenschaft, wenn

VA€ [X]™(A#0—(A#0),
und X hat die starke endliche Durchschnittseigenschaft, wenn
VA€ [X]™(A#0—|[)Al = o).

Wir bezeichnen die endliche Durchschnittseigenschaft mit fip (finite intersection
property) und die starke endliche Durschschnittseigenschaft mit sfip (strong
finite intersection property).

Offenbar hat X die sfip gdw. XU Cofin(a) die fip hat.

Sei X C P(a). Dann setzen wir

Fil(X) = ﬂ{F C P(a): X C F, F ist Filter iiber a}.

Offenbar ist Fil(X) der kleinste Filter iiber a, der X enthélt.
Sei F ein Filter, X C P(a) mit F' = Fil(X). Dann heifit X Filterbasis von F'
Entsprechend setzen wir

Id(X) = U{J C P(a): X C J,J ist Ideal iiber a}.
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Wenn X die fip hat, so ist Fil(X) ein echter Filter. Wenn X die sfip hat, so ist
Fil(X) in einem freien Filter enthalten.

Theorem 1 (Ultrafiltertheorem): Sei a eine unendliche Menge, X C
P(a) und X habe die sfip. Dann gibt es einen freien Ultrafilter U dber a mit
X CU.

Beweis: Sei (aq)a<x eine Aufzéhlung von P(a). Wir konstruieren eine
Folge (X4 )a<x von Teilmengen von P(a) mit folgenden Eigenschaften:

(i)  Xo= XU Cofin(a);
(ii) wenn a < <k, soist Xo C Xg;
(iii) X, hat die sfip.

Sei av < K, und fiir B < « sei Xg bereits konstruiert. Wenn o € Lim, so setzen
wir

Xo = X5,

B<a

und es ist leicht zu sehen, dal X, die fip hat. Sei « = 4+ 1. Dann hat
X3 U{ag} oder XgU {a\ ag} die fip: Andernfalls gibt es A, B € [X]<* mit
NANag=(BN(a\ag) =0. Dann ist aber (AN B C (a\ag)Nag =0, im
Widerspruch dazu, dal Xg die fip hat. Wir setzen nun X, = X3 U {ag}, falls
XU {ag} die fip hat und X, = X3 U {a \ ag} sonst. Damit sind (i), (ii) und
(iii) erfiillt, und

U= ] Xa

a<k

ist ein Ultrafilter iiber a, der X enthalt. O

Bemerkung: Aus Theorem 1 folgt sofort, dafl iiber jeder unendlichen Menge
a ein freier Ultrafilter existiert. Man setze einfach X = Cofin(a) und wende
Theorem 1 an. Wenn a eine endliche Menge ist, so 148t sich jeder Filter zu
einem Hauptfilter fortsetzen. Somit gilt: Wenn a eine beliebige Menge ist und
F ist ein Filter Uiber a, so 143t sich F' zu einem Ultrafilter U fortsetzen.

Sei 7 eine Limesordinalzahl, C' C ~. C'ist beschrdnktin v, wenn es ein § < ~
gibt mit C C §. Andernfalls heifit C' unbeschrdnkt in .
C' ist abgeschlossen in ~y, wenn fiir jedes 5 < v, sup{C NG} € C.
C' ist abgeschlossen, wenn C' abgeschlossen in sup(C') ist.
C' ist cub (von closed and unbounded), wenn C' abgeschlossen und unbeschrankt
ist.
Bemerkung: C ist abgeschlossen in 7, wenn C beziiglich der Ordnungstopologie
auf v abgeschlossen ist.

Sei v € Lim, ¢f(y) > w und 8 < 7. Dann ist die Menge {a : f < a < 7}
abgeschlossen ebenso wie die Menge {a : f < a < 7, « ist Limeszahl}. Beide
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Mengen sind auch unbeschrankt.
Wenn v eine Ordinalzahl mit ¢f(y) = w ist, so ist jede konfinale w-Folge auch
cub.

Sei v € On. Wir setzen
Cub(y) ={AC~:3C C A(C ist cubin 7)}.

Sei A=wU{f <wy :w < fund fist Limeszahl}. Dann ist A € Cub(wy),
aber A ist nicht cub, da w C A, sup(w) = w, aber w ¢ A.

Beispiele: (7) Sei k eine Kardinalzahl mit ¢f(k) > w, A eine unbeschriankte
Teilmenge von k. Wir setzen

A ={a<k:a=sup(Ana)}.

Dann ist A" cub. Wenn A cubist, soist A C A. Wir bezeichnen A" als Ableitung
von A.

(8) Sei k eine iiberabzéhlbare Kardinalzahl mit ¢f(k) > w. Sei f : k — K eine
Funktion mit

(i)  wenn a < <k, soist f(a) < f(B);
(ii) wenn v < k eine Limeszahl ist, so ist f(v) = sup{f(a): a <~}.

Dann ist die Menge
C={a<k: fla)=0a}

cub.

Die Abgeschlossenheit von C' 148t sich leicht sehen. Wir zeigen deshalb nur,
dal C' unbeschrankt ist:

Fiir n < w definieren wir f" : kK — k wie folgt:

o) =«
i a) = f(f(a))-
Weiterhin sei F': Kk — k gegeben durch
F(a) = sup{f"(a) :n < w}.

Sei @ < k. Angenommen, a < f(«) (sonst ist bereits a € C). Damit ist
a < fla) < -+ < fa)---. Wenn 8 < F(«) ist, so gibt es ein n < w
mit 3 < f*(a). Damit ist f(3) < f"(a) < F(a) und aus (ii) folgt, daB
f(F(a)) = F(a) ist.

Bemerkung: Sei f : a — 3, wobei a und 3 beliebige Ordinalzahlen sind. f heifit
Normalfunktion, wenn sie den beiden obigen Bedingungen (i) und (ii) gentigt.
(9) Sei k eine unerreichbare Kardinalzahl. Dann ist die Menge

D = {\ < Kk : X ist starke Limeskardinalzahl}
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cub. Dies 148t sich wie folgt sehen: Sei w < A < k. Wir setzen

AOZ:A7
und fiir n < w sei
)\n-i—l = 2/\".
Schliefllich sei
Moo= Mn-
nw

Da x unerreichbar ist, ist fiir jedes n < w, Ay, < k. Damit ist A\, < k.
Da c¢f(\y) = w < k = ¢f(k), ist Ay < k. Somit ist D unbeschrankt. Die
Abgeschlossenheit von D ist leicht zu sehen.

Theorem 2: Seiy € On, cf(y) = A >w, k <A, {Cy : a < K} eine Familie
von cub-Mengen. Dann ist
C=()Ca

a<k

eine cub-Menge.

Beweis: Es ist leicht zu sehen, daf§ C' abgeschlossen ist. Wir zeigen, dafl C
unbeschrankt ist. Fiir jedes o < k sei f, : 7 — v gegeben durch

fa(ﬁ) = min(Ca \ B).
Wir definieren g : v — ~ durch
9(B) = sup{fa(B) : & < K}.

Fiir § < w definieren wir ¢° : v — ~ durch

9" (B) = 9(g"(B));
9% (B) = sup{g"(B) : n < w}.
Dann ist fiir jedes 8 < v, § < ¢¥(8) € C. Damit ist C' unbeschrénkt. O

Aus diesem Theorem folgt
Korollar 3: Seiy € On, A = ¢f(y) > w. Dann ist Cub(y) A-vollstindig.

Beweis: Sei k < A\, {4y : @ < k} C Cub(v). Fiir jedes o < k wéhlen wir
eine cub-Menge C,, C A,. Dann ist

C={(1Ca< () Aa:

a<k a<k

also enthélt (., Aq eine cub-Menge und ist somit aus Cub(7). O
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Wir kommen nun zum Begriff der stationdren Menge.

Definition 3: Sei v € On, c¢f(y) > w, S C ~. S heifit stationdr in v, wenn

VA e ~(AC Cub(y) — SNA#D).

Somit ist S stationér in v, wenn S ¢ Cub* (7).

Beispiel: (10) Sei S = {8 < w2 : ¢f(f) = w}. Wir zeigen, dafl S sta-
tiondr ist. Sei dazu A eine cub-Menge in we. Sei (aq)a<w, €ine Aufzihlung
von A in streng monoton wachsender Folge. Dann ist ¢f(a,) = w, also ist
a, € S und somit S N A # (). Andererseits ist S nicht abgeschlossen: Sei
(Sa)a<w, €ine Aufzahlung von S in streng monoton wachsender Folge. Sei
v = sup{sq : @ <wi}. Dann ist ¢f(y) = w1, und somit ist v ¢ S.

Das Beispiel 148t sich wie folgt verallgemeinern: Sei -y eine Limesordinalzahl,
w<k<A=cf(y). Dannist S = {5 < v : ¢f(8) = k} stationér.

Sei v € On, k = ¢f(y) > w. Da Cub(y) k-vollstiandig ist, ist Cub*(vy) eben-
falls k-vollstandig. Hieraus folgt

Lemma 4: Seiy € On, kK < A = ¢f(7), {Aa : @ < K} C P(y) derart, dafs
S = Uy<r Aa stationdr ist. Dann gibt es ein a < k derart, dafy Aq stationdr ist.

Sei A eine Menge von Ordinalzahlen. Wir erinnern daran, dafl wir mit
type(A) diejenige Ordinalzahl bezeichnen, fiir die gilt (A, €|4) = a.
Wir zeigen jetzt eine interessante Eigenschaft der stationédren Teilmengen von
wy. Sei dazu S eine stationédre Teilmenge von wi. Wir setzen

C(S,a)={f <wi: (Vy <B)(3AC (SNB)\v)(A ist closed und type(A) = a)}.

Theorem 5: Sei S stationdre Teilmenge von wi, o < wyi. Dann ist C(S, «)
stationar.

Beweis: Es ist klar, dal C'(S, «) abgeschlossen ist. Wir zeigen deshalb
nur, dafl C'(S, a) unbeschrankt ist.
Wir zeigen die Behauptung durch Induktion iiber . Wenn a = 0, so ist nichts
zu zeigen. Sei « eine Nachfolgerordinalzahl, o = 8 + 1. Dann ist

C(S,a) C C'(S,B)

(wobei C' (S, 8) die Ableitung von C(S, 3) bezeichnet). Damit ist in diesem Fall
C(S, @) unbeschrénkt.
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Sei nun « eine Limesordinalzahl. Wir wahlen eine streng monoton wachsende
Folge (an)n<w mit sup{ay : n < w} = a. Sei

C=()C(S, ).

B<a

Dann ist C als Durchschnitt von abzahlbar vielen cub Mengen ebenfalls cub.
Wir werden zeigen, dafl

C C (S, a)

ist. Sei dazu # € C, v < . Wir kénnen induktiv iiber n eine Folge (A4;,)n<w
von Teilmengen von (S N f3) \ v wahlen derart, daf fiir alle n < w gilt

(i) A, ist abgeschlossen und type(A,) = ap;
(i)  sup Ap <min Apiq.

Sei n < w und fir k& < n sei Ay bereits konstruiert. Wegen sup({v} U
Uken Ax) < B und 3 € C(S, o, + 1) 148t sich die Konstruktion fortfithren. Sei

A= UAn.

n<w

Dann ist A C (SNB)\ v und type(A) = Xpcw(an+1) > 3, also ist 5 € C(S, a)
und somit C' C C(S, a). O

Theorem 6: Sei k > w reguldr, {Cy, : a < Kk} eine Familie von cub-Mengen
k. Dann ist
D={a:Vg<alacCs)}

cub in K.

Beweis: Es ist wieder leicht zu sehen, dafl D abgeschlossen ist. Wir zeigen
nun, dafl D unbeschrankt ist. Sei dazu g : ¥ — 7 eine Funktion mit

Va < k(a < g(a));

Va < kVE < a(g(a) € Cg).

g“ sei mit Hilfe von g wie im Beweis von Theorem 2 definiert. Dann ist fiir

jedes a < k, a < g(a) € D, und damit ist D unbeschrankt. O
D heiit Diagonalschnitt von {Cy : o0 < K}.

Fiir cub-Mengen gilt das folgende Transfer-Prinzip:
Sei o € Lim, D = {¥; : i < a}. Die Funktion 7 : @« — D sei gegeben durch



13 CUB-FILTER 72

Dann ist C' C « cub in o gdw. 7w[C] cub in R, ist. Entsprechend ist eine Teil-
menge S von « stationdr in o gdw. 7[S] stationér in X, ist.

Theorem 7 (Ulam): Es gibt eine Familie {S, : o < w1} von paarweise
disjunkten stationdren Teilmengen von wi.

Beweis: Fiir jedes § < wj sei fs eine Surjektion von w auf §. Fir n < w,
a < wq sei
X2 ={B>a: fa(n) = a}.
Fiir o # f ist dann X N X2 = 0. Fiir o < wy ist

U Xz ={B<w:a<p}

n<w

und damit cub. Damit folgt aus Lemma 4, dafl eine der Mengen X stationir
ist. Fir jedes o < wy sei ng so, dafl X[ stationér ist. Sei ng so, dafl [{a <
w1 Ng =np}| =wi. Dann ist

no . —
{XD0:ng =nu}
eine Familie von w; paarweise disjunkten stationdren Teilmengen von w;. O

Die (w x wy)-Matrix der Mengen X[ heifit Ulam-Matriz. Der Beweis des
Theorems 148t sich leicht so abdndern, dafl man erhélt:
Fiir jede unendliche Kardinalzahl k gibt es k™ paarweise disjunkte stationire
Teilmengen von k™.

Korollar 8: Fiir jedes requldre k > w ¢ibt es eine Familie von k disjunkten,
stationdren Teilmengen auf k.

Beweis: Wir haben nur noch den Fall zu betrachten, daf k eine iberabzahlbare
reguldre Limeskardinalzahl ist. Fiir jedes regulire A < k sei

Sy={a<k:cf(a) =}
Dann ist Sy stationdr. Damit ist
{S): A < K, A regulér}
eine Familie von k paarweise disjunkten, stationaren Teilmengen von k. O

Lemma 9: Sei k > w requldr, F' eine Menge von endlichstelligen Funktio-
nen auf k mit |F| < k. Dann ist

C = {~ < k : v ist abgeschlossen unter F'}

eine cub-Menge auf k.
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Beweis: Es ist leicht zu sehen, dal C' abgeschlossen ist. Der Nachweis der
Unbeschranktheit von C ist &hnlich wie im Beweis von Theorem 2. Fiir a < &
sei G(a) der Abschlufl von « unter F'. Sei g(a) = sup(G(a)). Wir setzen

9°(a) = o;
9" a) = g(g"(@));
¢“(a) = sup {g"() - @ < w}.
Dann ist ¢¢ € C' und damit ist C' unbeschrankt. O
Beispiel: (11) Sei k > w regulér, und sei (A, )<, eine Folge von Teilmen-
gen von k mit A, C o fiir alle a < x und so, daB fir o < 8 < & gilt A, C Ag.

Sei
C={a<kr:Vi<k(a<f—Ay=A43Na)}.

Sei A=, <\ Aa- O.B.d.A. sei A # (). Wir definieren eine Funktion f : k — &
durch
fla) = min A, wenn « ¢ A;
| min{B8 < K:a€ Ag} sonst.
Dann ist

C={a<r:flA C An},
und mit Lemma 9 folgt, dafl C' cub ist.

Sei f eine Funktion mit dom(f) Urng(f) C On. f heifit regressiv, wenn
Va € dom(f)(f(a) < a).

Mit Hilfe von Lemma 9 148t sich das folgende interessante und fiir die Anwen-
dung wichtige Theorem zeigen:

Theorem 10 (Fodor): Sei k requlir, S eine stationdre Teilmenge von K
und f : S — K eine regressive Funktion. Dann gibt es ein o < k derart, dajs
f~ () stationdr ist.

Beweis: Angenommen, das ist nicht der Fall. Fiir jedes a < & sei C,
eine cub-Menge in k mit C, N f~1(a) = 0. Sei D der Diagonalschnitt von
{Cy : a < k}. Wenn v € D, soist f(y) # « fir alle a < +, also kann nicht
f(7) < v gelten. Somit muB eine der Mengen f~!(a) stationiir sein. O

Wir geben eine Anwendung dieses Theorems.
Wir benétigen zunéchst einige Definitionen. Sei (X, 7) ein topologischer Raum.
(X, 7) heifit normal, wenn fiir beliebige disjunkte abgeschlossene Mengen A, B
offene disjunkte Mengen U, V existieren mit A C U, B C V.
Sei (M, <) eine lineare Ordnung, a € L. Wir setzen

Ly={beM:b<a}, R,=1{be M :a<b}.
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T« sei die Topologie auf M, die erzeugt wird durch die Menge

{Lg:a€ M} U{R,:a€ M}.

Wir bezeichnen den entsprechenden topologischen Raum mit I'((M, <)).
Falls (M, <) = («,€), so schreiben wir einfach I'(«).
Es ist bekannt, daf§ fiir jede lineare Ordnung (M, <) der topologische Raum
I'((M, <)) normal ist.
Hier zeigen wir

Beispiel: (12) Der Raum I'(wp) x I'(wy + 1) ist nicht normal.
Sei
A={(,a):a<w}, B={(a,wi):a<w).

Dann sind A und B abgeschlossen. Sei U eine offene Menge, die A enthalt.
Dann gibt es fiir jedes § mit 0 < < w; eine Ordinalzahl f(5) < [ mit
(f(B),8+1)x(f(B),8+1) C U. Nach Fodors Theorem gibt es ein [y < w;
und eine stationdre Menge S C w; mit f(y) = fp fir jedes v € S. Da S
unbeschrankt in w; ist, ist somit

C = (Bo,w1) x (Bo,w1) CU.

Sei V eine offene Menge mit V O B. Dann gibt es ein o mit 5y < a < wq, so
daBl (o, Bp+1) € V. Damit ist UNV # (), also ist I'(w1) x '(w1 +1) nicht normal.

14 Baume

Ein Baum ist eine partielle Ordnung (7', <) mit einem kleinsten Element derart,
daB fiir jedes ¢ € T die Menge

t={scT:s<t}

wohlgeordnet ist. Das kleinste Element von T' heifit Wurzel.
Sei t € T; mit hit(t), der Héhe von t, bezeichnen wir den Ordnungstyp von .
Wir setzen

ht(T) = sup{ht(t) +1:t e T}.

Fir o € On setzen wir
T(a)={teT:ht(t) = a};

To={te€T: ht(t) < a}.

Dann ist

T= |J T().

a<ht(T)

T'(«) heifit Stufe der Héhe o von T und T, heifit Anfangsstick der Héhe o von
T. Wir setzen
wd(T) = sup{|T(a)| : o < ht(T)}
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und bezeichnen wd(T') als Breite von T' (engl.; width).

Sei a € T. a heifit hoch, wenn fiir jedes § < ht(T) ein b € T existiert mit a < b
und ht(b) > (. Sei a nicht hoch, 8 < ht(T). B heiit Hohenschranke von a,
wenn es kein b € T' gibt mit a < b und ht (b) > B. Ein Baum heifit hoch, wenn
jedes seiner Elemente hoch ist.

Seien S und T Baume, S C T. T heifit Enderweiterung von S, wenn fir alle
a €T\ S gilt ht(a) >ht (5).

Sei W C A; W heifit Weg, wenn W eine linear geordnete Teilmenge von T ist
derart, daB fiir jedes t € W, ¢ C W ist. Ein Zweig ist ein maximaler Weg. Ein
Zweig W ist konfinal in T, wenn fiir jedes o < ht(T') ein s € W existiert mit
ht(s) = a.

Beispiel: (1) Seien x und A Kardinalzahlen, x, A > 0. Sei
X:U{O‘)\:a<ﬁ}.

Fiir s,t € X sei s < t gdw. ein a < K existiert mit ¢/, = s. Dann ist (X, <)
ein Baum mit A<" vielen Elementen und \* vielen Zweigen. Wenn x = w und

A = 2, so bezeichnet man den entsprechenden Baum auch als bindren Baum
der Hohe w.

Sei (T, <) ein Baum, A C T. A heifit Antikette, wenn die Elemente von A
paarweise unvergleichbar sind.

Lemma 1 (Ko6nig): Sei (T, <) ein unendlicher Baum mit |T'(a)| < w fiir
alle « < ht(T). Dann besitzt T einen unendlichen Weg.

Beweis: Wir konstruieren induktiv eine Folge (a,)n<. von Elementen aus
T derart, daf} fiir alle n < w gilt

(1) An < Ap+1;
(ii))  an € T(n);
(iii) |[{beT:a, < b} > w.

ag sei die Wurzel von T.
Sei a,, konstruiert derart, daf (iii) erfillt ist. Da |T'(n)| < w, gibt es ein
beT(n+1) mit a, < b derart, daBB [{c € T : b < c}| > w. Wir setzen

Anp+1 = b.

Dann bildet die Menge
W ={an :n<w}

einen unendlichen Weg. O

Wir zeigen nun, dafl es fiir jede Limesordinalzahl v einen Baum (7', <) gibt
mit ht(T") =~ derart, daB (T, <) keinen Weg der Lange v enthélt:
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Beispiel: (2) Sei v eine Limesordinalzahl. Fiir 8 < ysei Lg = {(a, ) : o <
B}. Sei T derjenige Baum, den wir erhalten, indem wir die kleinsten Elemente
der Lg identifizieren. Wir konnen den Baum T wie folgt beschreiben: Wir
setzen

T={(a,8):0<a<f<y}U{0,0)};

wir ordnen T' durch

(o, B) < (7,0) gdw. o= =0 oder
a<~vyund §=96.

Dann ist fiir 0 < 8 < v,
Ws={(e,8):0<a<B}U{(0,0)}
ein Weg der Lange 3, und (T, <) enthélt keinen Weg der Léange 7.

Ein Baum (7, <) heifit Aronszajn-Baum, wenn ht(T) = wy, (T, <) enthélt
keine tiberabzéhlbaren Wege, und wd(T) < w .

Sei a eine Ordinalzahl. Ein Baum (7, <) der Hohe « wird auch als a-
Baum bezeichnet. Somit ist (7, <) ein Aronszajn-Baum gdw. er ein wi-Baum
abzahlbarer Breite ohne iiberabzahlbare Wege ist.

Theorem 2: FEs gibt einen Aronszajn-Baum.

Beweis: Sei F' die Menge aller streng wachsenden Folgen s von rationalen
Zahlen derart, daf fiir jedes v < Ih(s), sup(s|y) € Q ist. Fiir s,t € F sei s < t,
wenn s ein Anfangsstiick von ¢ ist, d.h., wenn #|y,(5) = s ist.

Wenn W ein Weg in (F, <) ist, so ist | J W eine streng monoton wachsende Folge
von rationalen Zahlen, und somit ist [AW(W) < w;.

Wir werden einen Teilbaum T von F' konstruieren, der ein Aronszajn-Baum ist.
Wir konstruieren eine Folge (T},)q<w, derart, daf fiir f < a < wy gilt :

() |Tsl <w;

(ii) T, ist Enderweiterung von 7jg;

(ili)  wenn s € Tg, r € Q und sup(s) < r, so gibt es ein t € T,, mit
sup(t) = r und t|g = s.

Ty bestehe gerade aus der leeren Folge.
Angenommen, fiir 3 < a sei T bereits konstruiert.
Wenn « eine Nachfolgerzahl ist, « = 3 + 1, so setzen wir

To={s"r:selgre Q,sup(s) <r}.
Sei nun « eine Limeszahl. Wir setzen

P={(s,r):s€ U Tg,r € Q,sup(s) <r}.
B<a
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Wir wahlen eine streng monoton wachsende Folge (o)<, von Ordinalzahlen
mit h(s) < ap, sup{a; : i < w} = a sowie eine streng monoton wachsende Folge
(r;i)i<w von rationalen Zahlen mit sup(s) < ro, sup{r; : i < w} = r. Nun wéhlen
wir eine Folge (#;)i<. von Elementen aus (Js_,, Tjs derart, daf fiir alle i < w gilt:

Ih(t;) = o, sup(t;) = ;.
Sei
tem = | ti-
<w

Dann ist Ih(t(,,y) = @, VB < a(ty)lg € Tp) und sup(t(,y) = 7. Sei

To ={tsr): s € U T, m € Q, sup(t(s,)) <1}
B<a

Dann erfiillt T;, (i), (ii) und (iii). Damit ist

ein Aronszajn-Baum. O

Lemma 3: Sei (T,<) ein Aronszajn-Baum, a € T. Wenn a hoch ist, so
gibt es fir jedes B < wy ein hohes b > a mit ht(b) > 3.

Beweis: Angenommen, a € T ist hoch und § < w; mit At (a) < [ ist so,
daB jedes b € T'() mit a < b nicht hoch ist. Wegen wd(T") = w ist

B={beT():a<b}
abzéhlbar. Fir b € B sei (b) < w; eine Hohenschranke von b. Dann ist
B =sup{B(b) : b€ B} <w.

Aber ( ist auch Hohenschranke von a, im Widerspruch zur Annahme, dafl a
hoch ist. O

Lemma 4: Jeder Aronszajn-Baum enthdlt einen hohen Teilbaum der Héhe
w1.

Beweis: Sei (T, <) ein Aronszajn-Baum. Wir betrachten die Menge

B = {b e T : b ist nicht hoch}.

Aus Lemma 3 folgt, da§ 7'\ B Teilbaum der Héhe w ist, in dem jedes Element
hoch ist. O

Wir werden im folgenden Kapitel zeigen, wie sich Aronszajn-Béume auf
Kadinalzahlen grofler als wy verallgemeinern lassen.
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Sei (T, <) ein Baum, a € T. a spaltet sich auf, wenn es unvergleichbare
Elemente b, c € T gibt mit a < b, c. Wenn sich jedes a € T aufspaltet, so sagen
wir, daB sich der Baum (7, <) aufspaltet.

Lemma 5: Sei k regular, (T, <) ein aufspaltender Baum der Hohe k, der
einen konfinalen Weg enthdlt. Dann besitzt (T, <) eine Antikette der Mdchtigkeit
K.

Beweis: Sei W = {w, : @ < k} ein konfinaler Weg mit ht(w,) = « fiir
jedes o < k. Wir definieren eine Folge (by)a<y von paarweise unvergleichbaren
Elementen wie folgt:
bo sei irgendein Element aus 7', das nicht auf W liegt.

Angenommen, o < x und fiir § < « ist bg bereits definiert. Sei

§ = sup{ht(bg) : B < a}.
Wir wéahlen dann fiir b, ein solches b € T, fiir das gilt
b>wsund b¢ W.

Dann ist B = {b, : @ < K} eine Antikette der Méchtigkeit &. ]

Wenn (7', <) ein hoher Aronszajn-Baum ist, so mufi sich (7, <) aufspalten:
Angenommen, a € T spaltet sich nicht auf. Dann ist

W ={beT:b<aoderb=aoder a< b}

ein Weg der Lange wi, da (T, <) hoch ist. Das steht im Widerspruch zur Defi-
nition der Aronszajn-Baume.

Beispiel: (3) Sei k eine singuldre Kardinalzahl mit ¢f(k) > w. Wir zeigen,
dafl es dann einen k-Aronszajn-Baum gibt.
Die Idee ist wie folgt: Sei A =cf(k), und sei ()\;);<) eine streng monoton wach-
sende Folge von Kardinalzahlen mit (J,., A; = x. Wir wihlen fiir jedes i < A
eine lineare Ordnung M; mit type(M;) = X\;. (T, <o) sei der Baum, den wir er-
halten, indem wir die kleinsten Elemente der linearen Ordnungen M; miteinan-
der identifizieren. Somit konnen wir setzen

To={0}U{(,i) : 0 < ax < N\j,i < A}
und

T <0y gdw. x =0 und y # 0 oder
S0 (= (i) Ay = (B,0) Ao < ).

T1 sei der Baum, der aus Ty entsteht, indem an jeden Punkt a von Tj ein
isomorphes Bild von Ty angehangt wird, T5 entstehe aus 77, indem an jeden
Punkt von T} ein isomorphes Bild von Ty angehangt wird, usw. 7, sei die
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Vereinigung aller 7,,, (n < w). T, 1a8t sich beschreiben als Menge aller endlichen
Folgen s = ((ao,10), ..., (an—1,4n—1)) mit

Vi < n(ai < )\1)

Sei Sat S Twa s = ((a0>i0)7'--7(an711in71))7 t = ((ﬁ()vj(])a'"7(/8m71>jm71))
und n < m. Dann ist

s=<t gdw. s = t|jn(s) oder
m=n, s|lm—2 = tlm-2, im—1 = Jm—1 und a1 < Bm1.

Wir miissen noch zeigen, dafl es in T,, keinen Weg der Lange k gibt.

Sei s,t € Ty, s = ((@0,90)s-- -5 (n—1,n—1))s t = ((Bo,70)s- -+ (Brm—1:Jm—1))-
Wenn s < ¢, so ist n < m und Vk < n (i, = ji). Weiterhin ist ht(s) = Y, _,, o
Sei (84)a<k €ine streng monoton wachsende Folge von Elementen von T;,,. Dann
gibt es ein § < w sowie eine Folge (k;);<s mit

(i) sup {lh(sg: B < K} = 0;
(ii) wenn sg = ((a0,0), -+ (Qp—1,in—1)), s0 ist Vj < n(ij = kj).

Dann ist fiir alle a < &,
ht(sa) <) A,
1<d
Somit ist (sq)a<xk ab einem [y < k konstant, und somit kann es in 7T, keinen
Weg der Léange « geben.

Sei (T, <r) der im Beweis von Theorem 2 konstruierte Aronszajn-Baum.
Dann koénnen wir auf natiirliche Weise eine Funktion f : T — Q@ definieren
durch f(s) = sup(s). Dann hat f folgende Eigenschaft:

(1) Vste T (s<rt— f(s) < f(t)).

Dies fiihrt zu folgender Definition:

Sei (T, <7) ein Baum mit ht(T) = wy. (T, <r) ist Q-einbettbar, wenn es eine
Funktion f : T — Q gibt, die (1) erfiillt.

Es entsteht die Frage, ob alle Aronszajn-Baume Q-einbettbar sind. Diese Frage
148t sich in ZFC nicht entscheiden. In Kapitel 23 werden wir zeigen, dafl aus
Martin’s Axiom folgt, dafl alle Aronszajn-Baume Q-einbettbar sind. Am Ende
dieses Kapitels werden wir sehen, dafl es relativ konsistent bzgl. ZF(C ist, dafl
es Aronszajn-Baume gibt, die nicht Q-einbettbar sind.

In Beispiel 1 haben wir bindre Baume der Hohe w eingefiihrt. Allgemeiner
verstehen wir unter einem bindren Baum einen Baum (7, <) mit (i) es gibt
ein kK € Card mit T C <F2; (ii) die Ordnung < ist die Mengeninklusion.
Der Leser zeige als [“Ibung, daB es fiir jeden Baum (7, <) eine Einbettung
m: (T,<) — (72,C) fiir ein geeignetes £ € Card gibt. Hinweis: Man fiihre
den Beweis durch Induktion iiber h#(T).

Die Einbettung kann so gewahlt werden, dafl fiir jedes s € T und jede Kar-
dinalzahl k gilt: Wenn a = ht(s) und |Th41| < K, so ist lh(n(s)) < k. Wir
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bendtigen im Beweis von Theorem 16.11 solche Einbettungen in binidre Baume.

Wir fiihren jetzt eine weitere Klasse von Bédumen ein. Ein Baum (T, <)
mit ht(T) = wi, der keine iiberabzéhlbaren Wege und keine iiberabzéhlbaren
Antiketten enthélt, heifit Souslin-Baum. Da fir jedes a@ < wy, T'(«) eine An-
tikette von T ist, ist jeder Souslin-Baum ein Aronszajn-Baum. Wéahrend jedoch
die Existenz von Aronszajn-Baumen gezeigt werden kann, ist das bei Souslin-
Baumen nicht moglich. Wir werden in Kapitel 24 sehen, dafl es ein geeignetes
kombinatorisches Prinzip gibt (das relativ konsistent bzgl. ZFC ist), aus dem
die Existenz von Souslin-Baumen folgt. Andererseits werden wir in Kapitel 23
sehen, dafl Martin’s Axiom impliziert, dafl keine Souslin-Baume existieren.
Wir bezeichnen mit SH die Souslin-Hypothese:

(SH)  Es gibt keine Souslin-Baume.

Sei (T, <) ein Souslin-Baum. Da jede Antikette von T hochstens abzahlbar
ist, kann (7, <) nicht Q-einbettbar sein. Somit folgt aus der Existenz von
Souslin-Baumen sofort, dafl es Baume der Hohe wq gibt, die nicht Q-einbettbar
sind.

Wenn (7, <) ein Souslin-Baum ist, und S C T ist eine iiberabzahlbare Teil-
menge, so ist auch (S, < |r) ein Souslin-Baum: Da jede Antikette A von S auch
Antikette von T ist, kann S keine iiberabzéhlbaren Antiketten besitzen.

Wir nennen einen Aronszajn-Baum (7', <) speziell, wenn es eine Funktion = :
T — w gibt mit

(2) Va,be T (a <b— 7(a)# m(b))
Lemma 6 : Sei (T, <) ein Aronszajn-Baum. Dann sind die folgenden Aus-

sagen dquivalent:

(i) T ist speziell;
(i) T ist Vereinigung von abzahlbar vielen Antiketten;
(iii) T ist Q-einbettbar.

Beweis : (i) — (ii)
Sei m : T — w eine Funktion, die (2) erfiillt. Fiir i < w sei
A; = Fﬁl(i).

Dann ist fiir jedes i < w, A; Antikette und

UJa=r1

<w
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(i) — (i)
Sei m : T' — w eine Funktion, die (2) erfiillt. Wir konstruieren eine Funktion
f:T — “2derart, da (1) erfiillt ist und auBlerdem |rng(f)| < w ist. Dann 148t
sich rng(f) ordnungsisomorph in @ einbetten und somit ist 7' Q-einbettbar.
f ist wie folgt definiert:
Sei a € T'; s = f(a). Dann ist

s(a)=1gdw. n<m(a)A FIbeT (m(b)=nAb<a).

Dann ist [{i < w : s(i) = 1}| < w und somit ist |rng(f)| < w. Sei a,b € T,
a<b,s= f(a),t= f(b), n =min{mr(a),w(b)}. Dann ist s(i) = (i) fiir i < n,
s(n) =0, t(i) = 1. Also ist f ordnungserhaltend.

(iii) — (i) ist unmittelbar klar.
O

Ein Baum (7', <) heifit normal, wenn er hoch ist und jedes a € T mindestens
zwei verschiedene Nachfolger besitzt.

Lemma 7: Jeder Souslin-Baum enthdlt einen normalen Teilbaum.

Beweis: Sei (T,<) ein Souslin-Baum. Nach Lemma 4 kdnnen wir an-
nehmen, dafl (7, <) hoch ist. Fiir jedes a € T bezeichne ¢(a) die kleinste
Ordinalzahl 3, so daBl es b,c € T(3) gibt mit b # ¢, a < b, a < ¢. Fiir a € T sei

N(a) ={beT(¢(a)):a < b}.

Wir konstruieren einen normalen Teilbaum S C T

Zunéchst sei S(0) = 7'(0), d.h., die Wurzel von T" wird auch die Wurzel von S.
Sei nun «a < wi, und fiir alle 5 < « sei S() bereits konstruiert.

Wenn « eine Nachfolgerordinalzahl ist, o = 3 + 1, so setzen wir

S(@) = | J{N(a) s a € S(A)}.

Sei nun « eine Limesordinalzahl. Sei U die Menge aller Wege w der Lénge « in
Up<a S(8), die eine obere Schranke (in 7T') besitzen. Fiir jedes w € U sei g(w)
eine minimale obere Schranke. Wir setzen

S(a) ={g(w) : we U}.

Sei nun
S=J S(a).
a<wi
Aus Lemma 3 folgt, dafy S hoch ist. Aus der Konstruktion folgt, daf} jedes a € S
mindestens zwei Nachfolger hat. Da jede Antikette in S auch Antikette in T
ist, existieren in S keine Uiberabzahlbaren Antiketten. Somit ist .S ein normaler
Souslin-Baum. O
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Bemerkung: Aus der Konstruktion folgt, daf§ S weiterhin folgende Eigen-
schaft hat: Wenn ~ eine Limesordinalzahl ist und a,b € T(7) mit a = b, so ist
a=b.

Eine lineare Ordnung heifit Souslin-Kontinuum, wenn in L jede Familie von
paarweise disjunkten Intervallen héchstens abzahlbar ist, aber L keine abzdhlbare
dichte Teilmenge besitzt.

Wir wollen im folgenden zeigen, dafl in einem ZF(C-Modell ein Souslin-Baum
existiert gdw. ein Souslin-Kontinuum existiert.

Lemma 8: Wenn es ein Souslin-Kontinuum (L, <) gibt, so gibt es auch ein
Souslin-Kontinuum (L', <), das dicht und ordnungsvollstindig ist sowie weder
ein kleinstes noch ein groftes Element enthdlt.

Beweis: Sei (L, <) ein Souslin-Kontinum. a € L heifit isoliert, wenn a
einen Vorganger b und einen Nachfolger ¢ hat. Weiterhin heifit a auch dann
isoliert, wenn a das kleinste Element von L ist und einen Nachfolger besitzt
bzw. wenn a das grofite Element von L ist und einen Vorgénger besitzt. Sei
a weder grofites noch kleinstes Element von L und besitze einen Vorgénger b
und einen Nachfolger c. Dann enthélt das Intervall I = (b, ¢) genau den Punkt
a. Somit kann es hochstens abzahlbar viele isolierte Punkte in L geben. Sei
Ly die Teilmenge von L, die wir erhalten, indem wir zunachst die isolierten
Punkte entfernen und anschlieBend, falls vorhanden, noch das gréfite und das
kleinste Element entfernen. Dann besitzt die Ordnung (L1, <) kein groftes
und kein kleinstes Element. Da |L\ L1| < w ist, kann auch L; keine abzéhlbare
dichte Teilmenge besitzen. Weiterhin sieht man leicht, dafl L; als Teilmenge von
L keine iiberabzahlbare Familie von paarweise disjunkten Intervallen besitzen
kann.

Sei a,b € L1, a < b. Das Paar (a,b) heifit Licke, wenn a Vorgénger von b ist.
Sei
{(aa,ba) : a0 < K}

die Menge aller Liicken von L. Sei
B ={by:a < K};

Ly =1L\ B.

Wir iiberlegen uns, dafi auch (Lg, <) ein Souslin-Kontinuum ist. Dazu geniigt
es zu zeigen, dafl jede Teilmenge A von Lo, die dicht in Lo ist, auch dicht in
L ist. Sei dazu (cp, c1) ein nichtleeres Intervall. Sei c; (i < 2) der Vorgénger
von ¢;, falls ¢; einen Vorganger hat, und c; = ¢; sonst. Da Lo keine isolierten
Punkte hat, ist (cy,c;) N Ly # 0. Wegen (cy,¢;) N Ly € (co,¢1) N Ly ist somit
AN (co,c1) # 0 (in Ly), und somit ist A dicht in L;. O

Bemerkung: Man iiberlegt sich leicht, dafl mit jeder dichten Souslin-Ordung
(L, <) auch das Produkt (L, <) x ({0,1}, <) mit der lexikographischen Ord-
nung eine Souslin-Ordnung ist.Weiterhin tiberlegt man sich leicht, daf fiir jede
iiberabzahlbare lineare Ordnung (L, <), L x {0, 1, 2} mit der lexikographischen
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Ordnung keine Souslin-Ordnung ist.

Theorem 9: FEs gibt ein Souslin-Kontinuum gdw. es einen Souslin-Baum
gibt.

Beweis: (—)

Sei (L, <) ein Souslin-Kontinuum. Auf Grund des vorhergehenden Lemmas
konnen wir annehmen, dafl (L, <) eine dichte lineare Ordnung ohne erstes und
ohne letztes Element ist. Mit Int(L) bezeichnen wir die Menge aller Intervalle
von L. Dann ist (Int(L), C) eine partielle Ordnung.

Sei A eine abzdhlbare Teilmenge von Int(L), die bzgl. C einen Baum bildet.
Da (L, <) dicht ist, gibt es eine abzdhlbare Menge A1 O A, A # A;, die einen
aufspaltenden Baum bildet.

Behauptung 1: Sei (L, <) ein dichtes Souslin-Kontinuum, A C Int(L) ein
aufspaltender, abzédhlbarer Baum. Dann gibt es ein B C Int(L), AC B, A# B
derart, dafl B ebenfalls ein abzahlbarer, aufspaltender Baum ist.

Beweis von Behauptung 1: Sei
A= {(ai,bi) 1< w},

M={a;: i <w}U{b;:i<w}.

Da M abzahlbar ist, ist M nicht dicht. Somit gibt es in L ein Intervall I = (¢, d)
mit I N M = (). Man erweitere A U {I} zu einem abzéhlbaren, aufspaltenden
Baum.

Wir kénnen nun eine streng monoton wachsende Folge (75, )a<w, von abziahlbaren,
aufspaltenden Béumen in Int(L) finden. Dann hat

T=|JT.
a<wi
keine iiberabzéhlbare Antikette, und somit ist 7" ein Souslin-Baum.
(—)
Sei (T, <) ein aufspaltender Souslin-Baum. Sei W die Menge aller Zweige von

(T, <). Fiir jedes o < wy sei <, eine lineare Ordnung von 7'(«). Fiir u,v € W
sei

A(u,v) = min{a : u(a) # v(a)}.
Wir fithren auf W eine lineare Ordnung < ein durch
u<v gdw. u(A(u,v)) <aguw) v(A(u,v)).

Fur a € T setzen wir
Xo={weW:aecuw}

Dann gilt:
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(i) [Xo[ = w;
(ii) wenn u,v € Xg, so ist (u,v) C X,.

Aus (i) und (ii) folgt, daf es fiir jedes a € T Zweige u,v € X, gibt mit (u,v) # (.

Behauptung 2: Sei u,v € W, (u,v) # (. Dann gibt es ein a € T mit
Xa C (u,v).

Beweis von Behauptung 2: Sei w € W mit u < w < v. Sei weiter
a = mazx{A(u,w), A(w,v)}.

Dann ist X,(a41) € (u,v).

Wir zeigen, daB es in (W, <) keine abzéhlbare dichte Teilmenge gibt:
Sei ACW, |A| <w. Sei

a = sup{lh(u) : u € A}.

Sei a € T(aw+ 1). Wir wéhlen u,v € X, mit (u,v) # 0. Wegen (ii) ist
(u,v) N A = (), und somit ist A nicht dicht in W.

Wir zeigen nun, dafl es in (W, <) keine Familie von w; vielen paarweise
disjunkten Intervallen gibt:
Sei dazu
M = {(us,v;) i <wi}

eine tiberabzéahlbare Familie von nichtleeren Intervallen von W. Fiir jedes i <
w1y wahlen wir ein a; € T derart, dafl

Xlli g (ui7 vi)'

Sei
A={a;:i<wi}.

Da es in (T, <) keine {iberabzéhlbaren Antiketten gibt, finden wir o, f < wi,
a # [ mit a, < ag. Dann ist aber

Xao N Xay # 0,

also sind die Intervalle aus M nicht paarweise disjunkt. O
Indem man den zweiten Teil des Beweises von Theorem 9 dndert, erhalt man

Lemma 10: Sei (T, <r) ein Baum. Dann gibt es ein <*C T? mit <pC<*
derart, dafS (T, <*) eine lineare Ordnung ist mit folgender Eigenschaft:

Vabed ((d <raANd<pcha<*b<*c—d<rb),

d.h., fiir jedes a € T ist die Menge {b € T : a < b} ein Segment von (T, <*).
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Beweis: Sei fiir jedes a < ht(T'), <, eine lineare Ordnung von T'(«). Sei
W die Menge aller Zweige von (T, <r), sei fir u,v € W, wie im Beweis von
Lemma 9 sei

A(u,v) = min{a : u(a) # v(a)},

und sei
u < v gdw. u(A(u,v)) <aguw) v(A(u,v)).

Fir a,b € T sei a <* b gdw. (i) a <7 b oder (ii) a und b sind nicht <p-
vergleichbar, und es gibt Zweige u,v € W mit a € u, b € v und v < v.

Man rechnet unschwer nach, dafl <* nicht von der Wahl von u und v abhéangt
und das Verlangte leistet. O

15 Ramseys Theorem

Wir beginnen diesen Abschnitt mit einem Beispiel.

Angenommen, auf einer Party kommen zuféllig 6 Personen in einem Raum
zusammen. Wir wollen uns iiberlegen, dafl sich unter diesen 6 Personen drei
finden lassen, die sich gegenseitig alle kennen oder von denen keine eine der
anderen beiden Personen kennt. (Dabei wollen wir die Relation ”sich kennen”
als reflexiv ansehen, d.h., wenn Krause den Meyer kennt, so kennt auch Meyer
den Krause.)

Wir wahlen willkiirlich eine der 6 Personen aus, etwa den Hinze. Wir unter-
scheiden zwei Falle:

Fall 1: Hinze kennt von den restlichen 5 Personen mindestens drei.

Fall 2: Hinze kennt von den restlichen 5 Personen mindestens drei nicht.
Betrachten wir Fall 1. Angenommen, Hinze kennt von den restlichen drei Per-
sonen den Krause, den Miiller und den Schulze. Wenn sich von den drei Perso-
nen Krause, Miiller und Schulze zwei untereinander kennen (etwa Krause und
Miiller), so sind Hinze, Kause und Miiller drei Personen, die sich gegenseitig
kennen. Andernfalls sind Krause, Miiller und Schulze drei Personen, die sich
untereinander nicht kennen.

Fall 2 geht véllig analog.

Sei X eine beliebige Menge, v eine Kardinalzahl, P = {P; : i € u} eine
Zerlegung von [X]”. Der Zerlegung P koénnen wir auf kanonische Weise eine
Funktion fp : [X]” — p zuordnen durch fp(a) =i gdw. a € P;. Diese Funktion
nennen wir die zu P gehorende charakteristische Funktion. Eine Menge Y ist
homogen fiir die Zerlegung P wenn es ein ig € I gibt mit [Y]” C P;,.

Seien x, A, p, v Kardinalzahlen.

r— (A

steht als Abkiirzung fiir folgende Aussage:
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Wenn X eine Menge ist mit | X| = k und P = {P; : i € u} ist eine Zerlegung
von [ X", so gibt es eine Menge Y C X mit |Y| = A, die homogen fiir P ist.
Mit dieser Schreibweise ergibt sich aus dem obigen Beispiel die Giiltigkeit von
6 — (3)3.

Aussagen dieser Form bezeichnen wir als Zerlegungsaussagen.

Theorem 1 (Ramsey): Fir alle natirlichen Zahlen m, n gilt

n

w— (W),

Beweis: Wir fithren den Beweis durch vollstandige Induktion tiber n.

Sein =1, P ={P,:i < m} eine Zerlegung von w in die endlich vielen Mengen
Py, ..., Pp—1. Dann muf eine dieser Mengen, etwa F;,, unendlich sein. Damit
ist P;, homogen fiir P und |P;,| = w.
Sei die Behauptung fiir n gezeigt, und sei P = {P; : i < m} eine Zerlegung von
[w]"*L. f sei die zu P gehorende charakteristische Funktion. Wir definieren eine
streng monoton wachsende Folge (n;);<,, von natiirlichen Zahlen sowie eine fall-
ende Folge (A;);<, von unendlichen Teilmengen von w derart, daf§ fir alle i < w
gilt

(i) Vn € A;j(n; <n);
(i)  Va,b € [A]"(f({ni} Ua) = f({n:} UD).

Wir setzen
ko = 0.
Fiir a € [w\ {0}]” sei f*(a) = f({0} Ua). Sei Po = {P}:i < m} mit
Py =f{aew\{0})": ({0} Ua) = i},

Sei Ay eine unendliche Teilmenge von w, die homogen fiir f* ist. Dann sind (i)
und (ii) erfiillt.
Seien nun n;, A; fiir ¢ < k konstruiert. Wir setzen

ny = min Ap_q.
Pr = {P{ :i < m} sei die Zerlegung von [A;_1 \ {ng}]", die gegeben ist durch
Pi={a € [Apr \ {m}]" - f({ri} Ua) = i}

Sei Ay eine unendliche Teilmenge von Ag_q \ {ny}, die homogen ist fiir Py.
Damit ist die Konstruktion der n; und der A; beschrieben.
Wir betrachten nun die Menge

K ={n;:i<w}.
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Aus der Konstruktion der n; und der A; folgt, dal dann gilt:
Wenn k € K, a,b € [K\ k], soist f({k} Ua) = f({k}UD).

Sei g : K — w diejenige Funktion, die jedem i € K dasjenige ig < m
zuordnet, fiir das gilt

Va e [K\i]" (f({i} Ua) =)

Sei nun ig < m so, da Y = ¢g~!(ip) unendlich ist. Wir wollen zeigen, daf}
Y homogen fiir P ist. Sei dazu a € [Y]""!, m = min a. Dann ist

fla) = f({m} U (a\{m})) = g(m) = io.
Also ist Y homogen fir A. O

Wir zeigen jetzt eine interessante Anwendung des Kompaktheitssatzes.

Theorem 2: Seien m, k, [ natiirliche Zahlen. Dann gibt es eine natirliche
Zahl n mit
n — (m)f.

Beweis: Aus Theorem 1 folgt, dafl
w — (m)F.

Wenn n 4 (m)F, so gibt es eine Zerlegung P, = {FF, ..., P} von [n]* derart,
daB keine homogene Menge X fur P, existiert mit | X| > m.

Sei L eine Sprache, die die k-stelligen Relationen Ry, ..., R;_1 enthélt.

¥ sei eine Formel, die folgendes ausdriickt:

- wenn (ag,...,ax—1) irgendein k-tupel ist und i < I, so gilt R;(ag,...,ar_1)
gdw.

Rz‘(%(o), . ,as(k_l)) flir jede Permutation s von k;
- wenn (ag, . ..,ai—1) ein k-tupel von paarweise verschiedenen Elementen ist, so

trifft genau eine der Relationen R; (i <) zu.
Fiir j < [ sei ®}, eine Formel die ausdriickt, dafl es keine m Elemente gibt, so
daB fiir beliebige k paarweise verschiedene Elemente von ihnen P; zutrifft.
Sei ¥,, eine Formel die ausdriickt, dafl mindestens n Elemente existieren. Sei

Y ={0}uU{®) :j<l,n<wU{¥,:n<w}.

Dann ist jede endliche Teilmenge von 3 erfiillbar, also ist auch X erfillbar.
Aber eine Struktur, die X erfiillt, ist ein Modell fiir w /4 (m)fC , im Widerspruch
zur Giiltigkeit von w — (m)F. O

Es entsteht die Frage, ob man die Giiltigkeit weiterer Aussagen der Form
K — (A)Z zeigen oder widerlegen kann. Es ist klar, dafl aus x — ()\)Z folgt, daf
A <k sein muB. Wenn v > k, so ist & — (\)}, giiltig, da [x]” = ) ist. Fiirv =1



15 RAMSEYS THEOREM 88

sind die Aussagen x — ()}, uninteressant.
Wir haben zunéchst das folgende einfache Lemma:

Lemma 3: Secien x, A\, u, v, n/,)\/,u',y/ Kardinalzahlen mit v < k, K > k,
N <\ y <p, v <vund es gelte k — (A)},- Dann gilt auch

Kk — (A ):/

Wir betrachten wir ab jetzt nur noch den Fall, dal x und A unendlich sind.
Das nachste Resultat zeigt, dal wir uns auf endliches v beschréanken kénnen:

Theorem 4: Fiir jede unendliche Kardinalzahl k ist

K7 (W)5-

w

Beweis: Sei < eine Wohlordnung von []“. Sei F : [k]“ — 2 gegeben durch

F(X)=0gdw. YWYelk]“Y CX =X <Y).

Angenommen, X € [k]¥ ist homogen fiir F. Sei X* das <-kleinste Element Y
mit ¥ € [X]¥. Dann ist F(X*) = 0 und aus der Homogenitét von X folgt,
daB auch F(X) = 0 sein muf8. Damit folgt insbesondere, dal X* = X ist. Wir
wéhlen eine Folge (X;)i<, mit X; € [X]|¥ und X; C X;41 fur alle i < w. Aus
F(X;) =0 folgt X;+1 < X;. Damit ist aber (X;);<,, eine unendliche absteigende
<-Folge, im Widerspruch dazu, dafl < Wohlordnung ist. O

Besonders interessant ist die Frage, ob es iiberabzahlbare Kardinalzahlen s
geben kann, fiir die k — (x)}; gilt (wobei 2 < p,v und v < w) ist. Wir nen-
nen eine iiberabzihlbare Kardinalzahl x schwach kompakt, wenn gilt x — (k)3.
Zunachst haben wir:

Lemma 5: Wenn k — (k)3, so ist fiir jedes n < w

2

K= (K)p-

Beweis: Wir fiihren den Beweis durch Induktion iiber n. Sei n > 3 und sei
k — (k)2_4. Sei F : [k]?> — n. Wir definieren eine Funktion G : [k]?> — 2 durch

G({a,}) =0 gdw. F({e,f}) =0.

Sei X eine G-homogene Teilmenge von x mit |[X| = k. Wenn Va g € G (a #
B — F({a,B}) = 0), so ist X bereits G-homogen mit |X| = k. Andernfalls
wenden wir auf X die Induktionshypothese an fiir die Einschrankung von F' auf
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[X]%. O
Wir zeigen nun, dafl schwach kompakte Kardinalzahlen regular sind:
Lemma 6: Sei k > w mit k — (k)3. Dann ist K regulir.

Beweis: Sei ¢f(k) = A < k und sei (k;i)i< eine Folge von Kardinalzahlen
< Kk mit sup{r; : i < A} = k. Sei F : [k]®> — 2 gegeben durch

F({a,B}) =0gdw. Vi< A(a < ki< [<k).

Sei X eine Teilmenge von k, die homogen fiir F' ist, |X| > 2. Wenn Vo, €
X(a#y— F({a,p})=1), somuB | X| <\ sein.

Wenn Vo, 5 € X (o # 8 — F({a,8}) = 0, so gibt es ein i < A mit Va €
X (a0 < k;). Damit ist in jedem Falle | X| < x und & besitzt keine F-homogene
Teilmenge der Machtigkeit «. O

Die néachsten Resultate werden zeigen, dafl schwach kompakte Kardinalzahlen
Limeszahlen sind.
Seien o und 3 Ordinalzahlen. Auf A« ist die lexikographische Ordnung <; wie
folgt gegeben (siehe auch Kapitel 6): Fiir f,g €° a/ist f <; g gdw. es einy < 3
gibt mit V& < ~y(f(d) = g(6)) und f(v) < g(7).

Lema 7: In ("2,<;) gibt es keine streng monoton wachsende Folge vom
Typ &+ und keine streng fallende Folge von Typ k™.

Beweis: Wir zeigen, dafl es in ("2, <;) keine streng monoton wachsende
Folge vom Typ s gibt.
Angenommen, (fo)q<x+ ist eine Folge in #2 mit f, <; f fiir @ < 8 < xT. Fiir
a< B <kt sei
(o, B) = min{d : fo(8) # f5(0)};
und
d(a) = min{c(a,B) :a < B < KT}

Damit ist d eine Funktion von x™ in k. Weiterhin ist fiir alle @ < £, fo(d(a)) =
0. Sei

F(a)={B <k :d(B) = a}.
Wir zeigen, dafl F(a) in T beschriankt ist.
Sei f < < kT und ¢(8,7) = d(B). Dann ist f(d(8)) =1l und aus y < < K+
folgt
fs(d(B)) =1V 3e <d(B)(f+(e) < fs(e)).

Also ist 0 ¢ F(a) und somit ist v eine obere Schranke fiir F(«). Somit ist 7
eine obere Schranke.

Damit ist [Fjg| < & fiir jedes 8 < k. Dies steht im Widerspruch zu (g, Fp =
kT, O
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Theorem 8: Fiir jede unendliche Kardinalzahl K ist

2 A (k)3

Beweis: Sei (fo)a<2s eine Aufzéhlung von “2, <; sei die lexikographische
Ordnung von ~2. Wir setzen

Py ={{a,B}: fa <i fs und a < B};
Py =21\ Py;
P ={Py, P}

Wenn Y homogen fiir P ist, so liefert Y eine streng monoton wachsende bzw.
streng monoton fallende Folge der Lange «™ in %2, und das ist nach Lemma 2
nicht méglich. O

Theorem 9: Wenn s eine tiberabzihlbare Kardinalzahl mit k — (k)3 ist,
s0 ist k unerreichbar.

Beweis: Wir haben bereits in Lemma 6 gezeigt, dafl x regular ist. Wir
haben noch zu zeigen, daB fiir jedes \ < &, 2* < K ist.
Angenommen, das ist nicht der Fall und sei A < & so, daB 2* > k ist. Mit
Lemma 1 haben wir: Aus x — (x)3 folgt K — (A*)3 und aus 2* > & folgt
22 — (A1)3. Dies steht im Widerspruch zu Theorem 8. O

Aus Theorem 9 erhalten wir, dal mit ZFC auch ZFC + 7es gibt keine
schwach kompakte Kardinalzahl” konsistent ist.

Wir kommen jetzt zu einem Resultat, das eine Verallgemeinerung des Theo-
rems von Ramsey fiir geeignete iberabziahlbare Kardinalzahlen darstellt. Zunachst
zeigen wir in Lemma 10, dafl man in Theorem 8, 2" lediglich durch seine Nachfol-
gerkardinalzahl (2%)" zu ersetzen braucht, um zu einer giiltigen Zerlegungsaus-
sage zu kommen. Dabei ist der Beweis dieses Theorems ahnlich dem Beweis
des Theorems von Ramsey.

Lemma 10: Sei k eine unendliche Kardinalzahl. Dann gilt

(25)F — (k)2

Beweis: Sei F : [(27)7]> — & gegeben. Wir suchen ein a < & sowie ein
B C (2%)" mit |B| = k™ und F({a,b}) = « fiir alle a,b € B, a # b.
Sei S die Menge aller Folgen s mit lh(s) < k™, rng(s) C k. Auf S erkliren wir
eine p.o. < durch
s <tgdw. sCt.

Damit wird S ein Baum. Induktiv definieren wir fiir jedes s € S eine Menge
Ag C (25)T sowie ein h(s) € (27)T :

Ap = (2%)%;
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[ min A(s), wenn A(s) # 0;
h(s) = { 0 sonst.

Wenn [h(s) € Lim, so ist

As= ) Ay,
B<Ih(s)

Fir a < k ist
As~a ={B € As : h(s) < B,F({I(s), B}) = a}.

Sei
T={seS:As #0}.

Dann ist A[T] = (27)" und somit ist |T'| = (2%). Wir zeigen nun, daf} es ein
s € T gibt mit lh(s) = x*:
Fiir jedes o < k™ ist

(2°)" = [T U J{As : 1h(s) = a}.
Wegen |T,| < |<“k| < k- k" = 2" folgt

Tol = | Tal < w"-|Ta] <2~

a<kt

Damit gibt es ein s € S mit [h(s) = kT derart, dal A # 0 ist.
Sei
B ={h(sla) :a < k1}.

Dann ist |B| = k7. Wenn «, 3,7 € B, a < 3,7, so ist
F({a, 8}) = F({o,7}).

Wir definieren eine Funktion 7 : B — & durch

m(a) =7 gdw. 3B € B(B>aAF({a,B}) =7).

Dann gibt es ein v mit |7 ~!(v)| = xT und somit ist 7~!(7) eine fiir ' homogene
Menge von der Michtigkeit x7. O

Sei k eine beliebige Kardinalzahl. Induktiv definieren wir exp,,(x) durch

expoy(K) = R,

ap, ;1 (1) = 27709,

Theorem 11 (Erdés-Rado): Fir jede unendliche Kardinalzahl k und

jedes n € w gilt

(exp, (k) — (5F)H.
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Beweis: Der Beweis erfolgt durch Induktion tiber n. Fiir n = 0 ist die
Behauptung dquivalent dazu, daf sich k™ nicht in x viele Mengen zerlegen 1483t,
die samtlich eine Machtigkeit < x* haben. Dies ist offensichtlich richtig.

Sei n > 0 und sei die Behauptung fiir k < n gezeigt. Sei F : [(exp,,(x))*]" ™ —
k gegeben. Wir verfahren analog zum Beweis von Lemma 10:

Sei S die Menge aller Funktionen s : [a|" — & fiir ein a < (ezp,,_1(k))". Fir
s € 8, dom(s) = [a]", B < a bezeichnen wir mit s|g die Einschrénkung von s
auf [5]".

Induktiv definieren wir fiir jedes s € S eine Menge As C (ezp,,(k))T sowie ein
h(s) € (exp, (k)"

Ap = (exp, (k)"
h(s) = { min Ag, wenn Ag # 0;

0 sonst.
Wenn dom(s) = [a]™ fiir ein « € Lim, so ist

A=) Ay,

B<a

Wenn dom(s) = [a+ 1", t = s|q, so ist

As={B € A, :h(t) < B, wenn oy < -+ < ap_1 < f, so ist

“ F(h(tlag),---sh(tla, 1), 8) = s(ao, ..., an_1,a)}.
ei
T={seS:As #0}.

Analog zum Beweis in Lemma 10 folgt, dafl es ein s € T' gibt mit

dom(s) = (exp, 1 (x))".

Sei
B = {h(sla) : @ < (expy,_1 (k)" }.

Dann haben wir: Wenn «q,...,an—1,8,7 € B, ag < - < ap—1 < f < 7, S0
ist F({Oéo, ey Op—1,
B}) = F({ao,...,an—1,7}). Sei 7 : [B]" — k gegeben durch

T({ao,...,n—1}) =0, gdw. Iy € B(y > an—1 A F({ao,...,an—1,7}) = 0).

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine Menge C' mit |C| = ™, die homogen
fiir 7 ist. Diese Menge C ist aber auch homogen fiir F. O

Das folgende Resultat benétigen wir an spéterer Stelle.

Lemma 12: Sei k > w. Wenn k — (\)3, so besitzt jede lineare Ordnung
(A, <) mit |A] > k eine Teilmenge B mit (B, <) = X oder (B,>) = \.
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Beweis: Sei (A, <) eine linare Ordnung mit |[A| = k. Sei A = {a, : a < Kk}.
Wir definieren F : [A]? — 2 durch:
Wenn o < 3 < K, so ist

0, wenn a, < ag;
1, wenn ag < aq.

Ffa. ) = {

Sei B eine F-homogene Teilmenge von A mit |B| = X\. Wenn an, a3 € B, a < 3
und F({aq,ag}) =0, so ist (B, <) = A, andernfalls ist (B,>) = . O

Seien k, A; (i < p) Kadinalzahlen und n < w. Dann steht
k= ()‘i)?<u
als Abkiirzung fiir die folgende Aussage:

Wenn X eine Menge ist mit | X| = x und P = {P; : i < u} ist eine Zerlegung
von [X]", so gibt es ein i < p sowie eine Menge Y mit |Y| = \; und [V;]? C P,.

Theorem 13 (Erdés-Dushnik-Miller): Fiir jede unendliche Kardinalzahl

K gilt

K — (k,w)?

Beweis: Sei P = (P, P1) eine Zerlegung von k. Fiir o < k setzen wir

Bla)={f<k:a<p,{a,p} € Pi}.

Behauptung: Wenn es fiir jedes A € [k]" ein @ € A gibt mit |B(a)NA| = &,
so gibt es ein C € [k]* mit [C]* C P;.

Beweis der Behauptung: Sei F' : [k]® — k eine Funktion, die jedem A € [k]"
ein a € A zuordnet mit |B(a) N A| = k. Wir setzen

Co = K;j
Cpt1 ={a€C,: F(Cp) < a,{F(Cp),a)} € P1 }.
Dann leistet die Menge
C={F(C,):n<w}
das Verlangte.

Wir kommmen nun zum eigentlichen Beweis des Theorems.
Angenommen, es gibt keine unendliche homogene Menge A mit [4]? C P;. Aus
der eben gezeigten Behauptung folgt, dafl es ein A € [k]" gibt mit |B(«)NA| < &
fiir alle a € A.

Fall 1: k ist regular.
Wir konstruieren eine streng monoton wachsende Folge (74)a<x wie folgt: Fir
a < K sel
Yo = min(A\ sup( U B(vg))).
B<a
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Aus der Regularitat von k folgt die Existenz einer solchen Folge. Sei
C={v:a<k}

Aus der Definition der 7, ergibt sich |C| = x und [C]? C P.

Fall 2: k ist singulér.
Sei (Ka)a<ef(r) eine Folge von reguléren Kardinalzahlen mit cf (k) < so und
Ua<ef(s) fa = k. Sei weiterhin (Xa)a<cf(x) eine Zerlegung von A mit | Xo| = Kq
fir alle @ < ¢f(k). Da die ko regular sind, gibt es fiir jedes a < ¢f(k) ein
Co C X4 mit |Cy| = ko und [Cy)? C P.
Fiir a, 8 < ¢f (k) setzen wir

Coap={a€Cq:|B(a)NA|l <Kg}.

Dann ist

Co= |J Cap
B<cf (k)
Da kq regulér und ko > cf (k) ist, gibt es ein d(a) mit o < §(a) < ¢f (k) und
|Ca5()| = Fa- Sei
Do = Cas(a)
und sei F C ¢f(k) in ¢f (k) konfinal und derart, daf gilt

Vape E(f<a— i) <a).
Fiur o € F setzen wir

So =D\ | J{B(7):IB< (B € EAy € Dp)}.

S=J S

ack
Dann ist |S| = x und [S]% C P. O

Sei

Bei den bisherigen Zerlegungsaussagen handelte es sich um Aussagen, bei
denen es um die Existenz von homogenen Mengen einer bestimmten Méchtigkeit
ging. Man kann nun auch Zerlegungsaussagen betrachten, bei denen es um die
Existenz von homogenen Mengen eines bestimmten Ordnungstyps geht:

Seien o und G; fiir ¢ < v Ordinalzahlen. Dann steht

a — (Bi)i<,
als Abkiirzung fiir die folgende Aussage: Wenn A eine geordnete Menge mit
type(A) = o und P = (P;);<~ eine Zerlegung von A" ist, so gibt es ein i < v
sowie eine Menge B C A mit type(B) = §; mit [B]" C P,.
Wir schreiben entsprechend a — (3)1', wenn g; = 3 fiir alle i < 7.
Unmittelbar aus dem Theorem von Ramsey folgt, daf3 fiir alle m,n < w gilt:

m

w— (W)
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Theorem 14 (Specker): Fir alle m < w gilt

w? = (W?,m).

Beweis: Sei W = w x w und <; die lexikographische Ordnung auf W.
Dann ist type(W) = w? und es geniigt, Zerlegungen von W zu betrachten. Sei
Q = (Qo, Q1) eine Zerlegung von [W]2.

Wir definieren eine Zerlegung von [w]* in 16 Klassen: Sei ig, 41, 12,13 < 2. Fiir

a,b,c,d € w,a<b<c<dist

)} € Qio und
)} € Qm und
;} € Q;, und

Nach dem Theorem von Ramsey gibt es ein & < 4 sowie ein H € [w]*, das
homogen fiir die Partitionierung P = {P(ig,1,192,43) : d0,%1,%2,i3 < 2} ist.
Sei nun [H]* C P(ig,1,12,43) und sei (h;)i<, die Aufzihlung von H in streng
monoton wachsender Folge.

Angenommen, es gibt ein £k < 4 mit i, = 1. Dann finden wir eine Menge
I C W mit [I| = m und [I]> C Q. Fiir I kénnen wir eine der folgenden
Mengen wahlen:

{(hag, hogq1) : k < m}, wenn ig = 1;
{(hgs A1) + k <m}, wenn iy = 1;
{(hig, ham—k) = k < m}, wenn iy = 1;
{(ho,h14k) : kK <m}, wenniz=1.

Angenommen, i = 0 fiir alle & < 4. Sei (Hg)g<w eine Zerlegung von H in
unendliche Teilmengen. Wir setzen

I={(h,h):heHyh € H1,h <h'}.

Dann ist offensichtlich, daB type(I) = w?. Wir zeigen noch, da8 [I]> C Qo
ist. Sei dazu {(ho,hl), (hg,,hg)} S [I]2 mit (ho,hl) <1 (hQ,h3). Dann sind
ho,ho € Hyg und hy # hs. Somit sind fir die h; folgende Lagebeziehungen
moglich: hg < h1 < hg < hz oder hg < he < h1 < hg oder hg < hg < h1 < ho
oder hg = ho < h1 < hs. Aber in allen vier Fallen ergibt sich aus der Definition
von P(0,0,0,0), daB {(ho, h1), (he,h3)} € Qq ist. u

Bemerkung: Von Chang wurde gezeigt, daf} fiir alle m < w gilt w* —
(w®,m). Weiterhin ist bekannt, da8 fiir alle k mit 3 < k < w gilt w* /4 (W*,3).

Wir beenden dieses Kapitel mit einem Resultat iiber die Zerlegung von Or-
dinalzahlen.
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Theorem 15 (Miller-Rado): Fiir jede unendliche Kardinalzahl  und
jedes o < kT gibt es eine Zerlegung (An)n<w von o mit type(A,) < k™ fr jedes
n < w.

Beweis: Durch Induktion ber a. Dabei ist 0.B.d.A. a > k.
Fall 1: « ist zerlegbar, d.h., es gibt 8,7 < a mit a = 6+ 7.
Dann gibt es kein § € On mit o = w’. Sei (Bp)n<w eine Zerlegung von 3
und (C),)n<w eine Zerlegung von v mit type(By,) < k", type(Cy) < k™ fir jedes
n < w. Wir setzen

AO = (D, An+1 =B, U C:;

mit Cy = {f+v: vely,}.

Dann leistet (Ay)n<w das Verlangte.

Fall 2: a = w? fiir ein § € On.

Fall 2.1: § ist eine Nachfolgerzahl.

Sei 6 = B+ 1. Dann gibt es eine Zerlegung (By,)n<. von w” mit type(B,) < k"
flir jedes n < w. Wir setzen

Ag =10, Apir={m-w?+v: veB,meuw).
Dann ist type(Ap1) < w - k" = "L
Fall 2.2: § ist eine Limeszahl.
Dann ist v = ¢f(0) < k. Somit gibt es eine stetige, streng monoton wachsende
Folge (B,)y<y mit sup{w™ : v < 4} = . Fiir v < 7 sei [, = [w, w+).
Dann ist Uy<,y I, = a, type(I,) = w? fiir jedes v < ~.Fiir jedes v < vy wihlen
wir eine Zerlegung{ B! : n < w} von [, mit type(B]) < k™. Sei

Ag =10, Anp = |J B

v<y

Dann ist type(A,) < k" fir jedes n < w. O

16 Die Baum-Eigenschaft

Eine Kardinalzahl x hat die Baum-Eigenschaft, wenn jeder Baum (T, <r) mit
|T| = k und Yo < K (|Ta| < k) einen Weg der Lange k besitzt. Aus Konig’s
Lemma (Lemma 14.1) folgt, dafl w die Baum-Eigenschaft hat. Aus der Ex-
istenz von Aronszajn-Badumen (Theorem 15.2) folgt, daB N; nicht die Baum-
Eigenschaft hat.

Wir zeigen zunéchst, wie sich die Konstruktion aus dem Beweis von Theorem
15.2 auf Kardinalzahlen > R; erweitern 1af3t.

Sei k eine iiberabzéhlbare Kardinalzahl. Ein Baum (7', <) heifit x-Aronszajn-
Baum, wenn ht(T) = k, Va < k (|Ta| < k) und T besitzt keinen Weg der Léange
k. Damit sind die Aronszajn-Baume gerade die Ni-Aronszajn-Baume.

Bei der Konstruktion von Aronszajn-Baumen spielte die Ordnung der ratio-
nalen Zahlen eine wesentliche Rolle. Wir stellen zuerst Ordnungen bereit, die



16 DIE BAUM-EIGENSCHAFT 97

die Rolle der rationalen Zahlen mit ihrer natiirlichen Ordnung iibernehmen wer-
den:

Lemma 1: Fir jede unendliche Kardinalzahl k existiert eine geordnete Menge
(L, <) derart, dafs

(i) [L]=r;
(i)  jedes a < kT kann in jedes Intervall von L eingebettet werden, d.h., fir alle u,v € L
mit u < v ezistiert eine Menge B C (u,v) ={w € L:u < w < v} mit type(B) = a.

Beweis: Wenn k£ = w, so konnen wir fiir (L, <) die Menge der rationalen
Zahlen mit ihrer natiirlichen Ordnung nehmen.

Fiir den allgemeinen Fall sei L die Menge aller Folgen s aus “x mit 3k < wVi <
w(k <i—s;=0). Dann ist |L| = k. Sei <; die lexikographische Ordnung von
L. Wir zeigen, daf} folgendes gilt:

Behauptung: Fir jedes s,t € L mit s <; t gibt es eine streng monoton wach-
sende Folge (Sq)a<r mit s <; so und Va < k(sq <; t).

Beweis der Behauptung: Sei s,t € L, s <; t. Dann gibt es ein n < w mit
s(n) < t(n) AVi<n(s(i) =1t(i)). Fir a < k definieren wir s, durch:

s(k), wenn k < n;
sa(k) =4 s(n+1)+1+a, wenn k =n+1;
0, wenn k > n + 1.

Dann ist die Folge (84)a<x wie verlangt.

Wir zeigen nun (ii) durch Induktion tiber «. Sei dazu s,t € L, s < t. Wir
zeigen, daB sich jedes o < k™ in (s,t) einbetten 148t.

Wenn o = 0, so ist nichts zu zeigen.

Sei « eine Nachfolgerordinalzahl, o = B 4+ 1. Wir wahlen ein sqg € L mit
s <;sp <;t. Sei B C (s,s0) eine Teilmenge von L mit type(B) = §. Dann ist
B' = BU{sg} eine Teilmenge von (s,t) mit type(B') = .

Sei nun o € Lim. Wegen o < k7 ist ¢f (a) < k. Sei (8y)y<cf(a) €ine Folge
von Ordinalzahlen mit > _ of(a) Py = o Wir wihlen eine streng monoton
wachsende Folge (sg)g<cf(a) mit s <; so und Vy < cf () (B, < t). Fiir jedes
v < cf{o) wihlen wir eine Menge B C (s, 5y41) mit type(By) = . Sei

B= |J B,
y<cf (a)
Dann ist B C (s,t) und type(B) = «, also ist « in (s,t) einbettbar. O

Theorem 2: Sei x eine unendliche Kardinalzahl mit k<% = k. Dann gibt es
einen k*-Aronszajn-Baum.
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Beweis: Die Konstruktion ist &hnlich zur Konstruktion im Beweis von Theo-
rem 14.2.

Sei (L, <) die Ordnung aus Lemma 1. Sei S die Menge aller streng monoton
wachsenden L-Folgen. Wir bezeichnen die Einschrankung von < auf .S mit <g.
Fir s,t € S sel s <gt gdw. s = t|lh(s)7 d.h., wenn s Anfangsstiick von t ist.
Wir zeigen, daf es ein T C S gibt, das einen x*-Aronszajn-Baum bildet. Wir
konstruieren 7' induktiv iiber seine Stufen T'(«). Wir sichern, dafl folgendes
gilt:

(i) |T ()| < k; wenn s € T'(«), so ist lh(s) = o

(i) wenn s e T (), B < a,soist s|g € T(B);

(ili)) wenn s € T, 7 € L und r ist grofler als eine obere Schranke von s, so gibt es ein
t € T(a) mit s <g t derart, dafl r eine obere Schranke von ¢ ist.

(iv)  fiir jede Limesordinalzahl o < k™ mit ¢f (o) < k und jedes s € S mit lh(s) = « gilt:
wenn V3 < a(s|g € T(B)), so ist s € T'(«).

Sei
To = {0}.

Sei « eine Nachfolgerordinalzahl, o = 6 + 1.
Dann setzen wir

T(a)={se S:ih(s) =a,s|g e T(P)}.

Mit |T'(8)| < k ist wegen |L| = k auch |T'(a)| < k. Damit ist (i) erfiillt. (ii)
und (iv) sind sofort klar. Wir zeigen (ii). Sei s € Ty, 7 € L sei grofler als eine
obere Schranke von s. Dann gibt es r1,7r2,73 € L mit ry < ro < r3 < r derart,
daBl r1 eine obere Schranke von s ist. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es ein
s1 € T(B) mit s <g s1 derart, dal 7o obere Schranke von s; ist. Dann ist s; 779
wie verlangt.

Sei o € Lim, cf(a) < k.

Dann bestehe T'(«v) aus allen s € S mit V3 < a(s|g € T(5)).

Sei A =c¢f(a). Wir zeigen (i). Sei dazu (3;);<) eine streng monoton wachsende,
stetige Folge mit sup({f; : i < A}) = a. Fiir s € T(«) sei F(s) = (s|g,)i<A-
Damit ist F': T'(o) — [ [, T'(8;) injektiv und wegen

()| < [T IT(B)] < * = &

i<

ist (i) erfiillt.

(ii) und (iv) sind klar. Wir zeigen nun (iii). Sei s € T, und r;,r € L seien
obere Schranken von s mit r < r. Sei ((3;);<) eine streng monoton wachsende,
stetige Folge mit By = lh(s) und sup({B; : i < A\}) = a. Sei w : X — (r1,7)
eine ordnungserhaltende Abbildung. Aus Lemma 1 folgt, daf} ein solches 7
existiert. Wir definieren induktiv eine Folge (¢;);<) derart, daf gilt: ¢y = s,
Vij e Ai < j — t;y <gtj), fir alle i < X ist lh(t;) = (i, und 7(i) ist obere
Schranke von ;.

Wenn i eine Nachfolgerordinalzahl ist, i« = k+1, so ist 7(k) eine obere Schranke
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von ti, und (k) < m(7); somit gibt es ein ¢; € T(F;) mit tx <g t; derart, dal
m(i) obere Schranke von t; ist. Sei ¢ eine Limesordinalzahl. Wir setzen dann
ti = Upe; te- Wegen cf(i) =cf(B;) < wist t; € T(5;), und 7(i) ist obere Schranke

von t;. Sei

t=Jt

<A

Dann leistet ¢ das Verlangte.
Sei a € Lim, cf(a) = k.
Sei s € T,, r1,r € L seien obere Schranken von s mit r; < r. Analog wie im Fall
fir ¢fla) < k kénnen wir ein t(s,r) € S finden derart, dal V3 < «a (t(s,7)|g €
T(5)), s <s t(s,r) und r ist obere Schranke von t(s,r). Sei P die Menge aller
Paare (s,r) € S x L derart, dafl r grofler als eine obere Schranke von s ist. Sei

T(a) = {t(s,7) : (s,r) € P}.

Dann ist |T(a)| = |P| < |Ta| - |L| < k- |a| - k = k. Damit ist (i) gezeigt. (ii),
(iii) und (iv) sind leicht zu sehen.

Damit ist
T= ] T(a)
a<kt

ein kT-Aronszajn-Baum. O

Bemerkung: Sei k<% = k. Man iiberlege sich, wie der Beweis von Theorem 2
verdndert werden mufl, um einen biniiren x™-Aronszajn-Baum zu erhalten.

Lemma 3: Wenn k unerreichbar ist und die Baum-Figenschaft besitzt, so ist
Kk — (k)Y fiir jedes m < w und jedes A < k.

Beweis: Sei x unerreichbar, und jeder Baum (7', <7) mit |T'| = x und Yo <
ht(T) (|Ta| < k) besitze einen Weg der Lénge k. Sei A < k fest. Wir zeigen
x — (k)3 durch Induktion iiber m.

Fiir m = 1 ist die Aussage trivial.

Wir nehmen nun an, da m > 1 ist und £ — (n)i\"_l gilt. Sei F': [k]™ — A
gegeben. Wir konstruieren wie im Beweis von Theorem 15.11 einen Baum
(T, <). Dann besitzt T einen Weg W der Lange k. Mit k — (n)f\”_l erhalten
wir, daB es eine F-homogene Teilmenge X von W gibt mit | X| = k. O

Theorem 4: Sei k eine Kardinalzahl mit k — (k)3. Dann besitzt k die Baum-
Eigenschaft.

Beweis: Sei (T, <r) ein Baum mit 7' = « und Yo < ht(T) (|To] < ). Wir
miissen zeigen, dafl es in T einen Zweig Z gibt mit |Z| = k.

Sei <; eine Erweiterung von <p derart, dafl (T, <) eine lineare Ordnung ist
mit: Fir alle a € T ist die Menge ¢ = {b € T : a <7 b} ein Segment von
(T, <1). (Aus Lemma 14.10 folgt, dal eine solche lineare Ordnung existiert.)
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Sei F : [T]? — 2 gegeben durch:

0, wenn a < # und a <q 3
1 sonst.

Pifa,sh = {

Sei X eine F-homogene Menge mit |X| = k. Dann ist (X, <;) = & oder (X, <3
) = k* (wobei k* die zu k konverse lineare Ordnung bezeichnet). O.B.d.A. sei
(X,<1) 2 k. Fiir a € X sei

Xa:{bGX:a<1b}.

Sei
C={aeT:|lanX|=k}.

Wir wollen zeigen, da§ C' eine Kette in (T, <) ist.

Behauptung: Wenn a € T, b € X und |a N X;| = K, so gibt es ein ¢ € X mit
X, Ca.

Beweis der Behauptung: Wenn |a N Xp| = K, so ist a N X} konfinal in X. Sei
c € 4N Xp. Dann gibt es fiir jedes d € X mit ¢ <1y d ein e € X Na mit d <1 e.
Da a ein Segment von (7, <y) ist, ist d € a N X}, und somit ist X, C a.

Sei a,b € C. Dann gibt es a1,b; € X mit X,;, € a und X3, C b. Sei d €
Xa, N Xy, Dann ist a <7 d und b <7 d. Damit sind a und b <p-vergleichbar.
Wir zeigen nun, daf es fiir jedes a < k ein ¢ € C gibt mit ht(c) > a:
Fiir jedes o < kist T = Toy1 U {a : a € T(a)}. Wegen |Th41| < £ und
|T ()| < K gibt es ein a € T(«) sowie ein ¢ € X mit X, C a. Damit ist aber
c € C und ht(c) > a.
Sei

Z={aeT:3FbeC(a<rb)}.

Dann ist Z ein Zweig in T' mit |Z| = k. O

Wir konnen jetzt Lemma 15.5 verscharfen zu

Theorem 5: Wenn r — (k)3, so ist k — (k) fir alle m < w und X < K.

Beweis: Sei k — (k)3. Mit Theorem 15.9 haben wir, da8 x unerreichbar ist.
Weiterhin folgt aus Theorem 4, dafl k die Baum-Figenschaft hat. Somit folgt
aus Lemma 3, dafl Kk — ()} fiir alle m < w und alle A < k. O

Wir wollen jetzt zeigen, wie sich der Begriff der Baumeigenschaft weiter ver-
schérfen 1a8t.

Sei X eine Menge von Ordinalzahlen, (A, )q.cx eine Folge von Mengen mit
Ay C «a fir alle @ € X. Die Folge (Ay)acx heiit kohdrent, wenn fir alle
a,f € X mit o < B gilt A, C Ag.

Sei (Aq)aex kohdrent. Wir setzen A = |J,cx Ao. Dann ist fiir alle o € X,
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A, =ANa.

Wir kénnen den Begriff der kohérenten Folge auf Funktionen erweitern. Sei
X eine Menge von Ordinalzahlen und sei (fy)aex eine Folge von Funktio-
nen mit V3 € X (dom(f) = BArng(f) C 2). (fa)acx ist kohdrent, wenn
Va,B € X (o < — fa C f3).

Lemma 6: Sei k > w eine requlire Kardinalzahl, S eine stationdre Teilmenge
von k und (Ay)acs eine kohdrente Folge. Fir o € S sei fo : a — 2 gegeben

durch
1, wenn B € Ay;
0 sonst.

OB

Dann gibt es eine stationdre Menge S1 C S derart, daf$ (fo)acs, kohdrent ist.

Beweis: Sei A =, g An. Fir a < k sei

a€eS

min{B €S :a¢€ A,}, wenn o € A;
« sonst.

Fla)={

Sei
C={B<r:F[p]=p}

Dann ist C cub. Sei
S1=5SncC.

Dann ist S; stationdr. Wir zeigen, dafl (fo)aecs, kohérent ist. Sei dazu «, 3 €
S1, a < (. Seiy € a. Wenn v ¢ A,, so ist wegen a € C, v ¢ A fiir alle § € S,
also folgt aus fo(y) = 0, daf auch fg(y) = 0 ist. Wenn v € A,, so folgt aus
A, C Ag, daBB mit fo(y) =1 auch fz(y) =1 ist. O

Sei k eine iiberabzéhlbare Kardinalzahl. x heifit unbeschreibbar (im englischen
ineffable), wenn fiir jede Folge (Ay)a<k mit Va < kA, C « eine stationére
Menge S existiert derart, daBl (Aq)aes kohérent ist.

Aus Lemma 6 folgt, dafl k unbeschreibbar ist gdw. fiir jede Folge (fq)a<x von
Funktionen mit Vo < k (dom(f,) = o A rng(fa) C 2) eine stationédre Menge S
existiert derart, daBl (f,)acs kohérent ist.

Lemma 7: Sei k unbeschreibbar und sei (fo)a<r eine Folge von Funktionen
mit Yoo < k (dom(f)

= a Arng(f) C «). Dann gibt es eine stationdre Teilmenge S von k derart,
dafy (fo)a<r kohdrent ist.

Beweis: Sei 7 : k X k — K bijektiv. Sei

C={p <r:mBxp]=p}

Dann ist C' cub. Fir o € C sei Ay, = 7[f,] und f% die charakteristische Fuink-
tion von A,. Sei S C C eine stationdre Menge von x derart, dal (fX).es
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kohérent ist. Dann ist (fa)aes kohérent. ]
Lemma 8: Wenn k unbeschreibbar ist, so ist k reguldr.

Beweis: Sei k > w eine singuldre Kardinalzahl. Sei A =cf(k) < k. Sei (8;)i<x
eine streng monoton wachsende Folge von Ordinalzahlen mit A\ < g, sup{f; :
i < A} = k. Fiir jedes a < k sei

h(a) =min{i < X:a < G;}.

Sei Ap = () und fiir alle i mit 0 < i < xksei A; = {h(¢)}. Dannist Vi < k (4; C i),
aber wenn X C k und (A, )acx ist kohérent, so ist X beschrankte Teilmenge
von k, kann also nicht in x stationéar sein. O

Lemma 9: Wenn k die Baum-FEigenschaft hat, so gilt: Wenn (fa)a<k €ine
Folge von Funktionen ist mit dom(f,) = a, rng(fo) C 2 fir alle « < k, so gibt
es eine Menge X C k mit | X| = k derart, daf$ (fo)acx kohdrent ist.

Beweis: Sei T' = {fa|g : f < a < k}. Dann ist T' ein Baum (unter C) mit
T(a) < &k fiir alle @ < k (da x die Baumeigenschaft hat). Somit existiert in 7'
ein Weg W der Lange x. Sei

F=Jw

X ={a<k:Fly=fa}.

Dann ist |X| = &, und (fa)aex ist kohdrent. O

und sei

Seien k und A\ Kardinalzahlen, n < w. Wir schreiben
Kk — (stationdr)¥,

wenn fiir jede Funktion F' : [k]™ — X eine stationdre Teilmenge S von k ex-
istiert, die homogen fiir F' ist.

Theorem 10: Sei k eine requlire Kardinalzahl. Dann sind die folgenden Aus-
sagen dquivalent:

(i) kK ist unbeschreibbar;

(i)  x — (stationdr)3.

Beweis: (i) — (ii)

Sei x unbeschreibbar, und sei F : [k]?> — 2 gegeben. Fiir a < k sei f, : o — 2
gegeben durch

fa(B) = F(B, ).
Sei S eine stationédre Teilmenge von x derart, dal (fq)aes kohérent ist. Sei

f:Ufa-

a€es
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f hat folgende Eigenschaft: Wenn «, 5 € S, a < f3, so ist f(a) = F(«, 3).
Fiir ¢ < 2 sei
S; =80 fLa).

Dann ist Sy oder S; stationédr und zuséatzlich F-homogen.

(i) — (i)

Es gelte k — (stationiir)3. Wir wollen zeigen, daf x unbeschreibbar ist.

Da r regulir ist, folgt aus k — (stationir)3 sofort, dal x — (k)3 gilt, somit
ist k schwach kompakt. Sei (fy)a<x eine Folge von Funktionen mit Vo <
k (dom(fa) = aNrng(fa) € 2). Fiir f,g € Uy, @2 sei f <p g gdw. f C g oder
30 (a € dom(f) N dom(g) A f(a) < gla) A8 < a (F(8) = 9(3))).

Wir definieren eine Funktion F : [k]> — 2 durch:

Filir a < 8 < K ist

0, wenn fo <; f3;
1 sonst.

Pl ) - {

Sei S eine F-homogene, stationidre Teilmenge von k.

Wir nehmen an, daf fir alle o, € S mit a < g gilt F({o,5}) = 0. Wir
definieren rekursiv eine Normalfunktion 7 : kK — & derart, dafl fir alle a < &
gilt:

(1) wenn 3,7 € S, ﬁ,’)/ZTF(Oé),SO ist fﬁ|a:f’y|a-

Wir setzen 7(0) = 0 und damit ist (1) trivialerweise erfiillt.
Sei a < k und fiir alle 0 < « sei m(3) bereits definiert.
Wenn « eine Limesordinalzahl ist, so setzen wir

m(a) = sup{r(8) : B < a}.

Da x reguldr ist, folgt aus o < k, daf§ auch m(a) < k ist. Damit ist (1)
automatisch erfiillt.
Sei a eine Nachfolgerordinalzahl, a = 3+ 1. Wenn es ein v € S gibt mit
v > () und f,(a) =1, so sei w(«) das kleinste solche ~.
Wenn 6 > m(a), so haben wir fr)la = fsla Aus fra) <1 fs folgt dann
fy(m(a)) = 1.
Wenn es kein solches v gibt, so setzen wir w(a) = 7(8)+1. Damit ist (1) erfiillt.
Sei

C={a:7m(a)=a}.

Da 7 Normalfunktion ist, ist C' cub. Sei
S1=8ncC.

Fir o, 8 € S1, a < (3 folgt aus w(a) = «, daB f3la = fala = fo und somit ist
die Folge (fa)aecs, kohérent.

Wir zeigen nun, daf$ der Fall F[[S]?] = 1 nicht eintreten kann.

Angenommen, es wire F[[S]?] = 1. Dann sei 7 wie im vorhergehenden Fall
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definiert, wobei lediglich die Rolle von 0 und 1 vertauscht wird. Sei C' ebenfalls
wie im vorhergehenden Fall definiert. Wenn o, 3 € SN C, so ist f, C fg, und
somit ist F({c, 3}) = 0. Dies steht im Widerspruch zur Annahme F[[S]?] = 1.

O

Aus Theorem 9 folgt, dafl jede unbeschreibbare Kardinalzahl schwach kompakt
ist.

Von Baumgartner (Ineffability properties of Cardinals I. Infinite and finite
sets, vol. I (Hajnal, Rado, Sos, editors), 109-130) wurde gezeigt, dafi aus
Kk — (stationir)3 nicht folgt, dal k — (stationiir)3 gilt.

Das folgende Beispiel zeigt, dal aus x — (stationir)3 nicht die Regularitit von
 folgt. Somit kann in Theorem 10 nicht auf die Regularitdt von x verzichtet
werden.

Beispiel (1) Sei k gegeben mit x — (stationir)3. Wir setzen
A = Nfi-i-fi'

Wegen cfi)) <cf(k) < k < A ist A singulér.
Wir zeigen, dafl mit x auch A unbeschreibbar ist:
Sei

C={Nyjo:a<k}

C ist cubin A. Wenn X C A, so ist X stationdr in A gdw. die Menge
X' ={a<k:Ngq€eX}

stationar in k ist.
Sei F: [A\]? — 2 gegeben. Wir definieren eine Funktion g : [£]? — 2 durch

g({CV?ﬁ}) - F({Nfi-‘rcx, Nﬁ+ﬁ}>'

Aus k — (stationir)3 folgt, dafl es eine g-homogene stationéire Teilmenge S von
k gibt. Sei
S* = {Nfi-i-a S S}

Dann ist §* eine F-homogene stationare Teilmenge von A. Somit ist A singuldre

Kardinalzahl mit A\ — (stationér)3.

Das folgende Resultat von Shelah zeigt, dafl unbeschreibbare Kardinalzahlen
sehr grofl sind. So werden wir zeigen, dal unbeschreibbare Kardinalzahlen
nicht nur schwach kompakt sind, sondern dafl die schwach kompakten Kardi-
nalzahlen, die kleiner als eine gegebene unbeschreibbare Kardinalzahl sind, eine
stationare Menge bilden.

Theorem 11: Sei k eine unbeschreibbare Kardinalzahl und set S die Menge der
schwach kompakten Kardinalzahlen, die kleiner als k sind. Dann ist S stationar.
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Auferdem gibt es fiir jede Folge (Ay)a<r von Mengen mit Va < k(Ay C )
eine stationdre Teilmenge Sy von S derart, dafi (As)acs, kohdrent ist.

Beweis: Sei (Ay)a<r eine Folge von Mengen mit Voo < k(4. C «). Wir
definieren Mengen Zj, ..., Z, wie folgt:
Zy bestehe aus 0 sowie allen Nachfolgerordinalzahlen < k.
Z sei die Menge aller singuldren Kardinalzahlen < k.
Zo sei die Menge aller reguldren Kardinalzahlen < k, die nicht unerreichbar
sind.
Zs3 sei die Menge aller unerreichbaren Kardinalzahlen < k, die nicht schwach
kompakt sind.
Z, sei die Menge aller Kardinalzahlen < x, die schwach kompakt sind.
Damit ist {Z; : i < 5} eine Zerlegung von k.
Sei m : k — <"2 eine Bijektion derart, daf} fiir jede starke Limeskardinalzahl
A < Kk gilt

T[A] = <*2.

Wir definieren nun eine Folge (B )<k wie folgt:
Wenn a € Zy, so sei By, =0
Wenn « € Z1, so sei B, eine konfinale Teilmenge von « mit type(B,) =cf(a).
Wenn a € Zs, so sei B, = ().
Wenn « € Z3, so folgt aus Theorem 2, dafl ein a-Aronszajn-Baum existiert. Wir
wéahlen nun einen bindren a-Aronszajn-Baum 7% C <*2 mit Vs € T (Ih(s) =
ht(s)). Wir setzen dann

B, =71 [T.

Wenn a € Z4, so setzen wir
B, = Aa.

Sei X eine stationére Teilmenge von k derart, dal (B, )aecx kohérent ist. Wir
wollen zeigen, dafl X \ (ZpUZ1UZ2UZ3) stationér ist. Dazu reicht es zu zeigen,
daB fiir jedes ¢ < 4 die Menge X N Z; nicht stationér ist.

Zunachst ist Zy nicht stationar, also auch nicht X N Zg.

Angenommen, X N Z; ist stationdr. Sei f: X N Z; — k gegeben durch

Dann ist f regressiv und aus dem Theorem von Fodor folgt, daf es eine sta-
tiondre Menge S* C X N Z; gibt, auf der f konstant ist. Fir o, 8 € S*, a <
folgt, dafl Bg \ a # 0, also ist cf(8) =type (Bg) >type(Ba,) =cfla), im Wider-
spruch zur Wahl von S§*. Also ist X N Z7 nicht stationér.

Da k schwach kompakt ist, wissen wir aus Beispiel 13.7, da} die Menge der
starken Limeszahlen < k eine cub Menge bilden. Somit ist Z» und also auch
X N Z5 nicht stationéar.

Wir zeigen nun, da§ |X N Z3| < 1 ist: Angenommen, es ist a, f € Z3, a < (3.
Dann folgt aus B, C Bg, dafl T Teilbaum von T? ist. Damit hat aber T
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einen Weg der Lange «, im Widerspruch zur Wahl von T als a-Aronszajn-
Baum. Somit ist also | X N Z3| < 1, also ist X N Z3 nicht stationér.
Sei nun

S:X\(ZQU21UZ2UZ3).

Da {Z; : i < 5} Zerlegung von k ist, ist S = X N Z;. Dann ist S stationédr und
wegen B, = A, fiir a € Z4 ist (An)acs kohérent. O

17 Konstruktionen unter CH

In diesem Abschnitt fithren wir verschiedene Konstruktionen unter CH durch.
In den folgenden Kapiteln wird gezeigt, dafl bei einigen dieser Konstruktionen
CH durch Martin’s Axiom ersetzt werden kann. Andererseits werden wir Aus-
sagen ¢ angeben, die aus CH folgen, fiir die aber —¢ aus Martin’s Axiom folgt.
Sei a,b € [w]“. Wir sagen a ist fast enthalten in b, wenn |a \ b| < w. Wir
schreiben hierfiir a C, b. a heifit fast disjunkt zu b wenn aAb endlich ist. Sei
fyg € “w. f ist fast dberall grofier oder gleich g, wenn InVk > n (g(k) < f(k)).
Sei FF C <Yw. F ist dominierend, wenn Vg € “w3f € F (g <. f). F wird
dominiert, wenn 3g € “wVf € F(f <. g). Sei A C [w]*, a € [w]“. a heifit
untere Schranke von A, wenn Vb € A(a C, b).

Lemma 1: Sei A C [w]* mit |A| < w, A habe die sfip. Dann hat A eine untere
Schranke.

Beweis: Wenn |A| < w, so ist bereits | J A eine untere Schranke von A.

Sei jetzt A = {a; : i < w}. Wir wahlen induktiv Elemente ¢; (fir i < w) mit
ei € Uj;ai \ {ej 1 j <i}. Seia={e; :i <w}. Dannist [a] = w und fiir jedes
i<wista\a; C{ep:k<i}, alsoist aC, a; fir jedes i < w. O

Lemma 2: Sei F C“w mit |F| <w. Dann wird F dominiert.

Beweis: Wenn |F| < w, so definieren wir eine dominierende Funktion f durch

f(@) =maz{g(i) : g € F'}.
Sei jetzt F' = {f; : i <w}. Wir definieren eine dominierende Funktion f durch

f(@) =maz{ fr(i) : k <i}. O
Sei A C P(X). Wir setzen
AR ={NX : X € [P(X)]<“\ 0}.

Wenn |A| > w, so ist |A| = |A®|. Wenn A Filterbasis eines Nichthauptultrafil-
ters ist, so hat A® die sfip.
Mit Hilfe der beiden vorhergehenden Lemmata konnen wir nun zeigen:

Theorem 3: (i) Jede Filterbasis eines Nichthauptultrafilters dber w hat die
Mdchtigkeit 2% .
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(ii) Jede dominierende Familie hat die Mdchtigkeit 2.

Beweis:(i) Sei F C [w]¥ die Basis eines Nichthauptultrafilters. Dann hat F
die sfip. Angenommen, |F| < w. Dann besitzt F* eine untere Schranke a. Sei
nun ag C a derart, dal ap und a \ ag beide unendlich sind. Dann ist der durch
F U {ap} erzeugte Filter ein echter Filter, der den durch F' erzeugten Filter
enthélt und von diesem verschieden ist, im Widerspruch zur Annahme.

(ii) folgt sofort aus Lemma 2. O

Zur Vorbereitung des nachsten Theorem zeigen wir das folgende Lemma:

Lemma 4: Sei A C [w]¥ mit |A] < w. Dann gibt es disjunkte Mengen
b,c € [w]¥ derart, daff Va € A(laNbl=wAlaNc| =w).

Beweis: Sei (a;)i<., eine Aufzihlung von A, bei der jedes a € A unendlich oft
vorkommt. Induktiv wahlen wir Elemente ¢e;, f; € w mit

(i) ei€a;\ ({eg: k<i}U{fr:k<i}),
(ii) fieai\({ek:kSi}U{fk:k<i}).

Sei b= {e;: i €w}, c={fi i <w}. Dann leisten b und ¢ das Verlangte. =~ O

Wir kommen jetzt zu einer Aussage, die unter CH gezeigt werden kann und
deren Negation aus MA folgt:

Theorem 5 (Erdés-Rado) (CH): Es gibt Mengen H und K mit H UK C
w X wy derart, daf VA € [w]*VB € [w1]“' ((Ax BZ H)A(AXx B¢ K)).

Beweis: Sei (aq)a<w, €ine Aufzihlung von [w]¥. Wir konstruieren eine Folge
((bas o))<y von Paaren disjunkter Teilmengen von w wie folgt: Wenn o < w,
S0 ist aq = w, by = 0. Sei nun w < @ < wy. Dann wéhlen wir (Lemma 4) dis-
junkte Teilmengen by, ¢ von w derart, daf gilt: V3 < a (boNag # O AcaNag #
0).

Wir setzen H = (J,,, ba X {a}, K = w x w1 \ H und zeigen, dal H und K
das Verlangte leisten: Sei A € [w]¥, B € [w;]|*'. Dann gibt es ein o < wp mit
A = ao. Sei f € B mit a < . Damit ist bg N A # 0 und somit A x B Z K.
Entsprechend folgt aus cs N A # 0, Ax BZ H. O

18 Mengenlehre ohne Auswahlaxiom

Heutzutage wird das Auswahlaxiom in der Mathematik mehr oder weniger vor-
behaltlos akzeptiert. Es hat sich gezeigt, dafl das Auswahlaxiom fiir den axioma-
tischen Aufbau der meisten mathematischen Theorien unumgénglich ist. Die
Griinde fiir die Akzeptanz von AC sind die folgenden: Man hat sich daran
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gewOhnt, mit dem Auswahlaxiom zu arbeiten. In dem Mafle, wie man lernte,
mit diesem Axiom umzugehen, wurden auch die moglichen Vorstellungen tiber
das Universum aller Mengen stark geprégt, so dafl man nun auf das Auswahlax-
iom nicht mehr verzichten mochte. Insbesondere spielt das Auswahlaxiom eine
tragende Rolle bei der Begrindung der Algebra, der Topologie und der Anal-
ysis. Alternativen zum Auswahlaxiom, die sich &hnlich wirkunsvoll einsetzen
lassen, sind nicht bekannt. Mogliche Alternativen wéren etwa Abschwichungen
von AC wie das abzdhlbare Auswahlaxiom (aziom of countable choice) oder
das Axiom der abhéngigen Auswahl (aziom of dependent choice). Diese beiden
Axiome werden hier nicht behandelt. Eine weitere Alternative wére das Deter-
miniertheitsaxiom, das in Kapitel 19 behandelt wird.

Wir wollen in diesem Abschnitt keine Mengenlehre ohne Auswahlaxiom en-
twickeln, sondern lediglich einige Beispiele und Probleme anfiihren, die sich aus
dem Verzicht auf AC ergeben. Fiir weiterfithrende Literatur sei auf das Buch
von Th. Jech, The Axiom of Choice, Amsterdam 1973, verwiesen.

Von fundamentaler Bedeutung fiir das Verstdndnis des Auswahlaxioms waren
die Untersuchungen von Goédel und Cohen. So zeigte Godel 1938, dafi aus
der Widerspruchsfreiheit von ZF auch die Widerspruchsfreiheit von ZFC folgt.
Dieses Resultat rechtfertigt den Gebrauch des Auswahlaxioms: Wenn man die
ZF-Axiome akzeptiert, so ergeben sich keine Widerspriiche aus der Akzeptanz
von ZFC. Cohen konnte 1963 zeigen, dafl aus der Widerspruchsfreiheit von ZF
auch die Widerspruchsfreiheit von ZF +-AC folgt.

Ein Problem, das sich aus dem Verzicht auf das Auswahlaxioms ergibt, ist
das Finden einer geeigneten Kardinalzahldefinition. In ZFC wurden Kardi-
nalzahlen als spezielle Ordinalzahlen definiert. Diese Moglichkeit hat man in
ZF nicht mehr. Man kann jedoch fiir jede Menge a die Klasse Kg(a) aller zu a
gleichméchtigen Mengen b bilden (wie wir dies im Kapitel tiber Klassen getan
haben). Dabei ist es allerdings weniger schon, daf diese Klassen keine Objekte
unseres Universums sind. Es wére fiir das Arbeiten mit Kardinalzahlen praktis-
cher, wenn es sich um Mengen handeln wiirde, d.h., wenn man aus jeder Klasse
Ko(a) eine geeignete Menge als Représentanten auswéhlen kénnte. Unter AC
konnten wir einfach die kleinste Ordinalzahl auswahlen, die in dieser Klasse
liegt. Andererseits folgt aus der Tatsache, daf} jede dieser Klassen eine Ordi-
nalzahl enthélt, daf} sich jede Menge wohlordnen 14t. Und das ist, wie wir
bereits gezeigt haben, dquivalent zu AC.

Man kann zeigen, daf} folgende Aussage relativ konsistent zu ZF ist: Es gibt
keine Funktion C : V — V mit (i) C(a) = C(b) gbw. a =~ b und (ii) C(a) ~ a.
Somit ist es im allgemeinen nicht méglich, aus jeder der Klassen Kq(a) genau ein
Element als Reprasentanten auszuwéahlen. Von Scott wurde 1955 ein geeigneter
Repésentant fiir jede der Klassen Kg(a) angegeben: Sei a eine beliebige Menge.
Dann ist die zu a gehoérende Kardinalzahl die Menge

card(a) ={beV:ax~bAVce V(a~c— plb) <pc))}.
Wir werden hier folgende Kardinalzahldefinition benutzen:

la] = min{a € On: a = a}, wenn es ein « mit a &~ a gibt;
~ | card(a) sonst.
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Eine Menge z ist eine Kardinalzahl, wenn es ein a gibt mit |a| = z. Auf
Kardinalzahlen 148t sich kanonisch eine p.o. einfithren: Sei etwa |a| = card(a),
|b| = 5. Dann ist |a| < [b| gdw. es ein = € card(a) gibt mit x < 3, d.h., wenn
es eine Injektion f : x — [ gibt. Die anderen Falle sind analog.

Wir werden zeigen, dafl AC &dquivalent dazu ist, dafl diese p.o. eine lineare
Ordnung ist. Somit handelt es sich bei dieser p.o. in jedem Modell von ZF+—-AC
um eine p.o., die keine lineare Ordnung ist.

Bei der Definition induktiver Mengen wurde kein Gebrauch vom AC gemacht.
Somit kann die Definition der natiirlichen Zahlen in ZF sofort iibernommen
werden. Doch wie sieht es mit dem Begriff der endlichen Menge aus? In ZFC
haben wir die endlichen Mengen als solche Mengen definiert, die gleichméchtig
zu einer natiirlichen Zahl sind. Wir wollen diese Definition auch in ZF-Modellen
beibehalten.

Mit dem Auswahlaxiom haben wir: Wenn a nicht endlich ist, so ist w =< a.
In ZF kann man dies nicht zeigen, d.h., es ist moglich, dafl eine Menge nicht
endlich ist aber sich mit w nicht vergleichen 1a8t. Wir nennen eine Menge a
Dedekind-endlich, wenn sich w nicht in a einbetten 148t. Von J. Truss (Classes of
Dedekind finite cardinals, Fund. Math. 84 (1974), 187 - 208) wurden zahlreiche
verschiedene Endlichkeitsdefinitionen untersucht.

Eine Kardinalzahl |a| heifl Aleph, wenn es ein a € On gibt mit a ~ N,. Somit
ist |a| ein Aleph, wenn a nicht endlich ist und sich wohlordnen 148t.

Wir konnen auf den Kardinalzahlen die iiblichen Operationen einfithren. So
setzen wir

|al 4 [b] = |a x {0} U b x {1};
|af - [b] = a x b];
2l = |P(a).

Lemma 1: Fir jede Menge a bilden die « € On mit o < a eine Menge.

Beweis: Sei
R ={ACa*: A ist Wohlordnung}.

Zwischen den Elementen von R und den Funktionen, die ein @ € On in a
einbetten, besteht eine eineindeutige Zuordnung. Somit folgt aus dem Reflex-
ionsaxiom, daf} die o € On, die in a einbettbar sind, eine Menge bilden. O

Sei a eine beliebige Menge. Wir setzen
H(a) ={a€On:a=<a}.

H(a) heifit Hartog-Menge von a.
Dann ist offenbar H(a) Z a und fiir jedes o € On ist H(R,) = N},

Unter der Vorausetzung von AC ist die Kontinuum-Hypothese dquivalent zu
2“ = wy. In ZF miissen wir CH formulieren als

Va(w < |a] < [P(w)] = w = |a] V |a] = [P(w)|
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und die GCH nimmt die folgende Form an:
Vab(la| < |b] < [P(a)| — la| = [b] V [b] = [P(a)]).

Theorem 2: AC ist dquivalent zu der folgenden Aussage:
(*) Je zwei Kardinalzahlen sind vergleichbar.

Beweis: Wir zeigen, dal (*) dquivalent dazu ist, daf jede Menge wohlgeordnet
werden kann.

(—) Wenn sich jede Menge wohlordnen 148t, so ist jede Menge gleichméchtig
zu einer Ordinalzahl, und hieraus folgt leicht (*).

(<) Angenommen, (*) gilt. Sei a eine beliebige Menge. Dann ist « = H(a) # a.
Somit ist aber o« < H(a) und folglich existiert eine Injektionj : a — «a. Diese
Injektion liefert eine Wohlordnung auf a. O

Von A. Tarski (Sur quelques théorémes qui équivalent a l’axiome du choix,
Fund. Math. 5 (1924), 147-154) wurde gezeigt, daB aus |b|> = |b| fiir alle nicht
endlichen Mengen b das Auswahlaxiom folgt. Wir beginnen mit einem Lemma.

Lemma 3: Sei b eine Menge, o € On. Wenn |b| + wo = |b] - wq, so ist |b| mit
wq vergleichbar.
Wenn w, = H(b), so ist b ein Aleph.

Beweis: Wenn b endlich oder wohlordenbar ist, so ist die Richtigkeit der Be-
hauptung leicht zu sehen. Sei also b nicht endlich und nicht wohlordenbar.
Seien b1, a; disjunkte Mengen mit b X w, = b1 Uaq, by = b, a1 = w,.

Angenommen, es gibt ein p € b mit (p,c) € by fiir jedes ¢ € w,. Dann ist
wo < |b1| = |b]. Andernfalls sei fiir jedes p € b, o, die kleinste Ordinalzahl mit
(p, op) € a1. Dann ist aber |b] < wq,. O

Theorem 4: AC ist dazu dquivalent, daf fiir jede nicht endliche Menge b gilt
[b? = o]

Beweis: (—) ist klar.
(«) Wir zeigen, daB fiir jede nicht endliche Menge b, |b| ein Aleph ist. Dazu
geniigt es zu zeigen, dafl

[b] + H(b) = |o] - H(D)

gilt. Wegen
|b] + H(b) < [b] - H(b)

reicht es,
0] + H(b) > [b] - H(b)

zu zeigen. Dies ist wie folgt zu sehen:

bl + H (b) = (|b] + H(b))* = [b* + 2 - [b] - H(b) + (H(b))* = [b] - H(b).



18 MENGENLEHRE OHNE AUSWAHLAXIOM 111

a

Von W. Sierpiniski (L’hypothese généralisée du continu et I'axiome de choix,
Fund. Math. 34 (1947), 1-5) wurde gezeigt, daf aus der verallgemeinerten Kon-
tinuum-Hypothese das Auswahlaxiom folgt. Wir beginnen mit einer Definition:
Sei a eine beliebige Menge. Wir setzen

Po(a) = a;

Pryi(a) = P(Pn(a)).

Lemma 5: Fiur jede Menge a gibt es eine wohlordenbare Menge w mit w C
Pi(a) und w £ a.

Beweis: Wir betrachten die Menge R aller Mengen r C a?, die eine Wohlord-
nung von a oder einer Teilmenge von a darstellen. Ein solches r ist eine Menge
von geordneten Paaren und gehort somit zu Ps(a). Wir betrachten auf R eine
Aquivalenzrelation =1, die gegeben ist durch r = s gdw. r = s. Sei w die
Menge aller Aquivalenzklassen, die so entstehen. Die Elemente von w bilden
eine wohlgeordnete Menge. Weiterhin ist w = H(a). Mit H(a) £ a folgt somit
w A a. O

Lemma 6: Seien a und b Mengen mit
la + [b] =2 |P(a)].
Dann ist |b] > |P(a)].

Beweis: Wir setzen a und b als disjunkt voraus. Sei ag = {0} xa, a; = {1} xa.
Sei weiterhin f : a Ub — P(ag) x P(a1) eine Bijektion. Fiir i < 2 sei m; die
Projektion von P(ag) x P(a1) auf P(a;). Dann ist mo[fla]] # P(ap). Wegen
la] < |P(a)| gibt es ein ¢ € P(ag) \ mo[fola]]. Dann ist b O f~1[{c} x P(a1)] und
somit ist |P(a1)| = |P(a)| < |b]. O

Lemma 7: Sei a eine Menge mit
2 [Pi(a)| = |Pi(a)]

fur alle 1 < 5.
Dann kann a wohlgeordnet werden.

Bewelis: Sei w wie in Lemma 3 definiert. Dann ist
[Ps(a)| < [w] + [Ps(a)| < [Pa(a)| + [Ps(a)| = [Pa(a)l.

Nach GCH ist
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(i) |w|+|Ps(a)| = |Ps(a)| oder
(i)  |w|+|Ps(a)| = [Ps(a)l.

S

Wenn (i) zutrifft, so ist |w|+|P3(a)| = |Pa(a)| = |P(2x P3(a))| und mit Lemma
6 folgt |w| > |[Ps(a)|. Wegen w C Py(a) haben wir dann |w| = |Py(a)|, und
somit ist Py(a) wohlordenbar. Da a in P4(a) eingebettet werden kann, ist auch
a wohlordenbar.

Wenn (ii) zutrifft, so haben wir |w| < |P3(a)| und mit den gleichen Uberlegungen
wie in (i) erhalten wir, dal a wohlgeordnet werden kann, oder dafl |w| < |Pa(a)]
ist. Erneute Anwendung der obigen Uberlegungen reduziert das Problem auf
den Fall |w| < |Pi(a)|. Wegen |w| = |Pi(a)| £ |a| erhalten wir |w| = |P1(a)],
und somit ist @ wohlordenbar. )

Theorem 8: Aus GCH folgt AC.

Beweis: Sei a gegeben. O.B.d.A. sei a Nw = (). Wir setzen
b="PlaUw).

Wir wollen zeigen, da8 fiir i < 5, 2- |P;(b)| = |Pi(b)]| gilt.

Esist 210 = [Pla+w+ 1)] = |P(a+w)| = [b]. Wegen |b] = [b] + 1 ist
2. 2t = 9lbl+1 — 9lbl " als0 2 |P(b)| = |P(D)].

Analog ist fiir alle i < 5, 2 - |P;(b)| = |P;(b)|. Damit 148t sich Lemma 5 auf
b anwenden. Da a in b eingebettet werden kann, ergibt sich hieraus, daf a
wohlgeordnet werden kann. O

Wir beenden dieses Kapitel mit einigen Bemerkungen zum Ultrafiltertheorem.
Beim Beweis dieses Theorems wurde wesentlich das Auswahlaxiom benutzt. So
entsteht auf natiirliche Weise die Frage, ob nicht vielleicht auch das Ultrafil-
tertheorem zum Auswahlaxiom dquivalent ist. Daf3 dies nicht der Fall ist, wurde
von J. D. Halpern und A. Levy gezeigt (The Boolean prime ideal theorem does
not imply the axiom of choice, in: Axiomatic Set Theory, Proc. Symp. Pure
Math., Univ. of California, Los Angeles, D. Scott ed., 13(1), 1967, 83 - 134).
Von A. Blass wurde gezeigt, dal man in ZF nur die Existenz der Hauptultra-
filter nachweisen kann (A model without ultrafilters, Bull. Acad. Polon. Sci.
vol 25 (1977), 329 - 331).

19 Das Determiniertheitsaxiom

Von Mycielski und Steinhaus wurde ein Axiom vorgeschlagen, aus dem die
Negation des Auswahlaxioms folgt. Dieses Axiom erlaubt verschiedene interes-
sante Folgerungen. Es wird in Form von Spielen beschrieben.

Sei A C w®. Das Spiel G 4 wird von zwei Personen, I und II gespielt, die abwech-
selnd natiirliche Zahlen wéhlen. I beginnt und wahlt ein ag € w; dann wahlt II
ein by € w; dann wahlt I ein a; € w; danach II ein b; € w usw. Wenn die so
entstehende Folge (ag, by, a1,b1,...) in A liegt, so hat I gewonnen, andernfalls
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I1. Die Folge (ag, by, a1, b1,...) ist das Ergebnis des Spiels. Fiir s € w® setzen
wir 7 = (895 )new und s’ = (52,11)n<w. Wenn s das Ergebnis eines Spiels ist,
so ist s’ die Folge der Elemente, die von I gewihlt wurde, und s’/ ist die Folge
der Elemente, die von II gewahlt wurde.

Eine Strategie (fiir T oder II) ist eine Regel, die dem Spieler sagt, welches Ele-
ment er wahlen soll. Dabei hingt der Zugvorschlag davon ab, welche Elemente
zuvor vom jeweils anderen Spieler gewahlt wurden. Eine Strategie ist eine
Gewinnstrategie, wenn der Spieler, der nach ihr spielt, stets gewinnt. Das Spiel
G 4 ist determiniert, wenn einer der beiden Spieler eine Gewinnstrategie besitzt.
Das Determiniertheitsaxiom besagt nun folgendes:

(AD) Fiir jedes A C w* ist G4 determiniert.
Unter einer Strategie fiir I verstehen wir im folgenden eine Funktion F : | J,,c,, " —
w. Spieler I spielt nach dieser Strategie, wenn er fiir a,, das Element F'(by, . .., b,—1
wahlt. Entsprechend ist eine Strategie fiir II eine Funktion G : Unew\ @ —

w, und Spieler II spielt nach dieser Strategie, wenn er fiir b, das Element
G(ag,...,a,) wahlt.

Beispiele: (1) Sei A eine abzdhlbare Teilmenge von w, A = {s; : i € w}.
Dann hat IT eine Gewinnstrategie: Bei der Wahl von a; muf II nur sichern, dafl
a; 75 81(22) ist.

(2) Sei A = {s € w : Vn < w(Sant+1 + Sonto ist gerade)}. Wie man leicht
sieht, besitzt I in diesem Spiel eine Gewinnstrategie.

Sei s € [J,e, ", A Cw®. Dann setzen wir

Ag={te A:sCt}.

Wenn I nach der Strategie F' spielt, so ist das Spiel bestimmt durch F' und die
Folge b = (by)n<w der von II gewéhlten Elemente. Wir bezeichnen das Ergebnis
dieses Spiels mit F' x b. Wenn II nach der Strategie G spielt, so ist das Spiel
durch G und die Folge a = (ay)n<, der von I gewéhlten Elemente bestimmt,
und wir bezeichnen das FErgebnis dieses Spiels mit a * G. Wenn schliefilich 1
nach der Strategie F' und II nach der Strategie G spielen, so bezeichnen wir das
eindeutig bestimmte Ergebnis des Spiels mit F' x G.

Lemma 1 (AC): FEs gibt ein X C w® derart, dafy das Spiel Gx nicht deter-
maniert st.

Beweis: Seien (Fy, : a < 2¥) und (G4 : a < 2¢) Aufzéhlungen aller Strate-
gien fiir I und II. Wir konstruieren disjunkte Mengen A = {a, : a < 2¥} und
B = {b, : a < 2¥} wie folgt:

Angenommen, a < 2* und fiir alle 3 < « sind ag und bg bereits konstruiert.
Wir wéhlen ein b, derart, daf8 b, = F, * b fiir ein b € w® und b, ¢ {ag: B < o}
ist. Weiterhin wéahlen wir ein a, derart, dafl a, = a * G, fir ein a € w* und
an ¢ {bg: § < a} ist.

Wir zeigen, dafl das Spiel G4 nicht determiniert ist: Angenommen, einer der
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beiden Spieler, etwa I, besitzt eine Gewinnstrategie F. Dann gibt es ein a < 2%
mit F = F,. Damit gibt es ein b € w* mit b, = F,*b ¢ A. Wenn I
nach der Strategie F' spielt, so gibt es fiir II eine Spielmdoglichkeit, so dafl das
Ergebnis (ndmlich b,) nicht in A liegt. Dieser Widerspruch zeigt, dafi I keine
Gewinnstrategie im Spiel G4 besitzen kann. Analog zeigt man, dafl auch II
keine Gewinnstrategie besitzen kann. O

Lemma 1 zeigt, dafl AD mit AC unvertraglich ist. Jedoch 148t sich aus AD eine
schwache Form des Auswahlaxioms herleiten:

Lemma 2 (AD): Sei A = {4; : i < w} eine Familie von Mengen mit
0 # A; Cw® fiir jedes i < w. Dann besitzt A eine Auswahlfunktion.

Beweis: X bestehe aus allen s C w* mit s/ € Agoy- Sei Y = w¥\ X. Wir
betrachten das Spiel Gy. I kann in diesem Spiel keine Gewinnstrategie haben:
Sei F eine Strategie fur I, und I beginne, wenn er nach dieser Strategie spielt,
mit ag. Sei b € Ayy. Wenn II nun (bo, b1, ...) wihlt, so liegt das Ergebnis des
Spiels in X, und somit gewinnt II.

Also hat II eine Gewinnstrategie G. Wir definieren eine Auswahlfunktion f auf
A durch

f(A) = ((4,0,0,...)  G)1,

Sei ACw¥ n<wundt e w™ Wir setzen
U={sew’:tCs}.

Die Familie
B={U:te| "}

ist die Basis einer Topologie 7 auf w*. Dabei ist eine Menge X C 7 offen, wenn
sie Vereinigung von Mengen aus B ist. Das ist dquivalent zu

X=|J{aeB:ACX}
Sei s € w¥, n € w. Wir setzen
s=n=(s(n),s(n+1),...).
Sei A Cw¥, t € w". Wir setzen
At = {s ~lh(t) : s € w¥,t C s}.
Sein <w,t€w™ ACuw Mit G4 bezeichnen wir das Spiel Gx mit X = A"

Theorem 3 (AC): Sei A eine offene Teilmenge von w*. Dann ist das Spiel
G 4 determiniert.
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Beweis: Sei A C w” offen. Angenommen, [ hat im Spiel G 4 keine Gewinnstrate-
gie. Wir zeigen, dal dann II eine Gewinnstrategie hat. Die Strategie fiir II ist
wie folgt: Angenommen, I beginnt mit ap. Da I keine Gewinnstrategie hat, gibt
es ein by, so dafl I auch im Spiel foo’bo) keine Gewinnstrategie hat. II wahlt
ein solches by. Angenommen, II setzt mit a; fort. Dann gibt es erneut ein by
derart, daf I auch im Spiel G%O’bo’al’bl) keine Gewinnstrategie hat. II wihlt ein
solches b; usw.

Wir zeigen, dafl diese Spielweise fiir II eine Gewinnstrategie liefert: Sei s =
(ao, bo, a1, b1, ...) das Ergebnis eines Spiels, bei dem II nach der obigen Strate-
gie spielt. Wir haben zu zeigen, dafl s ¢ A ist. Wenn s € A ist, so gibt es ein
t = (ao,bo,...,an,by) C s derart, dal Uy C A ist. Aber dann ist das Spiel fir
IT bereits verloren, wenn die Konfiguration (ag, bo, . . . , ay, b,) erreicht wird, im
Widerspruch zur Annahme. O

Entsprechend 148t sich zeigen, dafl auch fiir jede abgeschlossene Menge A das
Spiel G 4 determiniert ist.

Theorem 4 (AD): Es gibt keinen freien Ultrafilter tiber w.

Beweis: Angenommen, U C P(w) ist ein freier Ultrafilter iiber w. Wir werden
das zu einem Widerspruch fithren.
Wir setzen

A={secw”:sl cUNVYRVI < n(s(2n) # s(2i +1))}.

Das heifit, in dem Spiel GG 4 versucht Spieler I, mit seinen Elementen eine Menge
aus dem Ultrafilter zu generieren, wobei er nur Elemente wahlen darf, die von
den von IT gewahlten Elementen verschieden sind. Wir zeigen zunéchst folgen-
des: Wenn I eine Gewinnstrategie F' hat, so hat I auch eine Gewinnstrategie,
bei der er kein Element mehrmals wéahlt.

Wir setzen

F(bo, ceey bn—l), wenn F(bo, ey bn—l) 7é F/<b0, e 7bi—1)
F'(bo,...,bp—1) = fir alle ¢ < n — 1;
min(w \ ({b; : i <n}U{F'(by,...,b;):i <mn—1}) sonst.

Dann ist fiir jedes b € w*, (F' b)Y O (F % b)! € U und somit ist auch F’ eine
Gewinnstrategie. Bei dieser Strategie wahlt I kein Element mehrmals.

Sei nun F' eine Strategie fiir I, bei der I kein Element mehrmals wahlt. Wir
definieren eine Strategie G fiir II durch

Glto,... tn) = Ft1,....tn).

Wenn a € w¥, s =a* G, so ist {sop+1:n <w} €U.

Sei s = F « G. Dann ist {sgp, : n < w} € U und {sgp41 : n < w} € U. Aus
der Wahl von F' folgt, daB8 {s2, : n < w} N {sant1:n <w} C {sp} ist. Hieraus
folgt {so} € U, und damit wére U kein freier Ultrafilter, im Widerspruch zur
Voraussetzung. O
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Korollar 5: AD — —AC

Beweis: Aus AC folgt, daBl freie Ultrafilter iiber w existieren. O

20 Vom Rasiowa-Sikorski-Lemma zu Martin’s Ax-
iom

Martin’s Axiom wurde von Martin und Solovay (Internal Cohen extensions,
Ann. Math. Logic 2 (1970), 143-178) als ” Axiom A” eingefiihrt. Sie benutzten
dieses Axiom, um verschiedene Aussagen in ZFC +— CH entscheiden zu kénnen,
die in ZF(C allein nicht zu entscheiden waren. Es zeigte sich, daf} es sich bei
ihrem Axiom um eine sehr interessante und méchtige Aussage handelt, die viele
Fragen in ZFC entscheidet, und man kennt erst einige wenige kombinatorische
Aussagen, die sich mit Martin’s Axiom nicht entscheiden lassen.

Martin’s Axiom ist eine Aussage liber partielle Ordnungen, die sich als Extrakt
verschiedener Forcing-Konstruktionen ergeben hat. Insbesondere hat die Meth-
ode des iterierten Forcing hierin Eingang gefunden. Der Nachweis der relativen
Konsistenz von Martin’s Axiom setzt die Existenz einer unerreichbaren Kardi-
nalzahl voraus.

Erfahrungsgemaf haben Anfanger Schwierigkeiten bei der Anwendung von Mar-
tin’s Axiom. Wir werden deshalb versuchen, schrittweise in den Gebrauch dieses
Werkzeugs einzufithren. Betrachten wir das folgende einfache Theorem:

Theorem 1: Sei A eine abzdihlbare, fast disjunkte Familie von unendlichen
Teilmengen von w. Dann gibt es eine unendliche Teilmende d von w mit
|[dNa| <w fir alle a € A.

Der Beweis 148t sich wie folgt fiihren:

Beweis 1: Sei A = {a; : i <w}. Man konstruiere induktiv eine Folge (x;)i<w
von Elementen von w derart, daB fiir jedes i < w gilt

zi €w\ (| JawUfay: k<i}).

k<i

Da die auf der rechten Seite stehende Menge unendlich ist, existiert eine solche
Folge. Wir setzen
d={z;:i<w}

und haben so die gewiinschte Menge d. O

Der eben gegebene Beweis hiangt wesentlich von der Aufzdhlung von A ab. Wir
wollen jetzt ein Hilfsmittel bereitstellen, das es gestattet, den Beweis zu fiihren,
ohne explizit auf eine solche Aufzéhlung Bezug zu nehmen. Dazu bendtigen wir
zuerst einige Definitionen.
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Sei (P, <) eine p.o., p,q € P und A C P. p und q sind vertraglich (geschrieben
plq), wenn es ein r € P gibt mit 7 < p und r < ¢. Andernfalls heiflen p und
q unvertrdaglich (geschrieben p L ¢q). A ist Antikette, wenn die Elemente von
A paarweise unvertraglich sind. A ist dicht in P, wenn filir jedes p € P ein
q € A existiert mit g < p. A ist offen-dicht in P, wenn A dicht in P ist und gilt
Vpe PYVqge A(p<q—pec A). Wenn A dichte Teilmenge von P ist, so ist die
Menge A* = {p € P:3q € A(p < q)} offen-dicht. Wir bezeichnen sie als offen-
dichten Abschlufivon D. A ist gerichtete Teilmenge von P, wennVpq € A (plq).
Sei A gerichtet. Wenn auflerdem gilt Vp € PVqg € A(q <p — p € A), so heifit
A Filter. Sei D eine Familie von dichten Teilmengen von P. Ein Filter G in P
heiit D-generisch, wenn gilt VD € D (D NG # ().

Man sieht leicht, dafl folgendes gilt:

(1) Wenn G ein Filter auf einer p.o. (P, <) ist und F € [G]<¥, so gibt es ein
r € P mitVqge F(r<gq).

(2) Wenn A = {G, : a < K} eine Familie von Filtern ist mit Vo § < k(a0 <
B — Gq € Gg), so ist auch |, Go ein Filter.

(3) Sei (P, <) eine p.o., A C P derart, dal VF € [A]<“3Ir € AVq € F (r < q).
Dann ist (J{G C P: A C G,G ist Filter} ebenfalls ein Filter. Wir bezeichnen
ihn mit (A) und nennen ihn den durch A in P erzeugten Filter.

(4) Sei (P, <) eine p.o., D = {D,, : @ < k} eine Familie von dichten Teilmengen
von P, G ein Filter auf P. Dann ist G D-generisch gdw. G {DY : a < k}-
generisch ist.

Beispiel: (1) Sei P = {{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3}}, P werde geordnet
durch C. Sei A = {{1,2},{1,3},{2,3}}. Dann besitzen je zwei Elemente aus
A eine untere Schranke in P, aber A selbst besitzt keine untere Schranke in P.

Es gilt jedoch, wie man leicht sieht:

Lemma 2: Sei (P, <) eine p.o., A C P. Dann sind dquivalent:

(i) Je zwei Elemente aus A besitzen eine untere Schranke in A.
(ii) Jede endliche Teilmenge von A besitzt eine untere Schranke in A.
(iii)  Die Menge {p € P:3q € A(q <p)} ist ein Filter.

Der Beweis von Theorem 1 148t sich nun wie folgt dndern:

Beweis 2: Sei (n;);<, eine unbeschrinkte monotone Folge von natiirlichen
Zahlen, und sei (F});<, eine monotone Folge endlicher Teilmengen von A mit
Uico Fi = A. Wir konstruieren eine Folge (s;)i<. von endlichen Teilmengen
von w derart, dafl fiir jedes i < w gilt

\Si\ = Nj+1— Ny,

sigw\(UFiUUSk).

k<i
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Dann leistet

das verlangte. O

Bei diesem Beweis haben wir die Aufzéahlung der a; durch eine geeignete Folge
(F})i<w ersetzt. Indem wir auf die Vorgabe der Folgen (n;)i<, und (F})i<y
verzichten, kénnen wir den Beweis folgendermaflen fiihren:

Beweis 3: Man konstruiere eine Folge ((s;, F}))i<. mit folgenden Eigenschaften:

(1) s € W™, B € [w]s
(i) wenn i<k <w,soist s; C sg, F; C F und (sg \ s;) "YU F; = 0;
(iii)  (]si])i<w ist unbeschrankt und | J,_  F; = A.

<w T

Dann leistet

d:USi

<w
das verlangte. O

Das folgende Lemma erlaubt es uns, den Beweis von Theorem 1 noch weiter zu
verandern:

Lemma 3 (Rasiowa-Sikorski): Seien (P, <) eine p.o. und D eine abzdhlbare
Familie von dichten Teilmengen von P. Dann existiert ein D-generischer Filter.

Beweis: Sei D = {D; : i < w}. Wir konstruieren eine Folge (a;)i<, von Ele-
menten aus P, die folgende Eigenschaften hat:

(i) i<j<w,soista; <ay;
(ii) fur alle i < w gibt es ein ¢; € D; mit a; < g;.

Fiir ag wahlen wir irgendein beliebiges Element aus Dg. Sei jetzt 0 < n < w
und fiir 7 < n sei a; bereits konstruiert. Da D,, dicht in P ist, gibt esein b € D,,
mit b < a,—1. Wir wahlen fiir a,, ein solches b. Der durch {a; : i < w} erzeugte
Filter leistet das verlangte. O

Mit Hilfe dieses Lemmas 148t sich der Beweis von Theorem 1 wie folgt andern:

Beweis 4: Sei
P={(s,F):s€[wF €[4}

Auf P fithren wir eine p.o. < wie folgt ein:

(s, F) < (s1,F1) gdw. s1 Cs,F; CF und (s\sl)ﬂUFlz(D.
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Uberzeugen wir uns davon, dal < tatséchlich eine partielle Ordnung ist. Dafiir
reicht es, die Transitivitdt zu zeigen. Sei (so, Fp) < (s1,F1) und (s1,F1) <
(s2, F»). Wegen s1 C sp und sg C s1 ist so C 5o und entsprechend ist Fp C Fp.
Wegen so\ s2 = (s0\s1)U(s1\s2) und (s1\s2) N Fo = 0 sowie (so\s1)NUJ F2 C
(80\81) ﬂUFl = () ist

(s0 \ 52) N JFo = [(s0\ s1) N[ JFa] U[(s1\ s2) N | J Fa] = 0,

also ist (s, Fp) < (s2, F2).
Fir n < w sei
D, ={(s,F) € P:|s| >n}.

Wir zeigen, da8 fiir jedes n < w, D,, dicht in P ist.
Sei (s, F) € P. Wegen |w\ |JF| = w gibt es eine endliche Menge t C w \ |J F
mit [t| =n. Dann ist (s Ut, F) € D, und (sUt, F) < (s, F).
Fiir a € A sei
D, ={(s,F)e P:acF}.

Fiir jedes a € A ist D, dicht: Sei (s, F) € P. Dann ist (s, F U {a}) € D, und
(s, FU{a}) < (s, F).
Sei jetzt

D={D,:n<wtU{D,:ac A}.

Dann ist D eine abzahlbare Familie von dichten Teilmengen von P. Somit gibt
es einen D-generischen Filter G. Sei

d=|J{s:3F((s,F) € G)}.

Wir zeigen, dafl d das verlangte leistet:

Fiir jedes n € w ist |d| > n:

Sei (s, F') € GN D,,. Dann ist |s| > n, und wegen s C d ist |d| > n.

Fiir jedes a € A ist [aNd| < w:

Sei (sg, Fy) € GN D,. Dann gibt es fiir jedes (s, F) € G ein (s1,F1) € G mit
(s1,F1) < (s, F) und (s1, F1) < (s0, Fo). Wegen (s1 \ so) N J Fp = 0 ist auch
(s1\ s0) Na =0 und das ist dquivalent zu sy Na C s9. Wegen s C s ist somit
sNa C sp. Da s beliebig gewéhlt war, ist somit d Na C sg, also [dNa| < w. O

Bei dieser letzten Beweisversion haben wir lediglich einen Filter in P benutzt,
um unsere Menge d zu konstruieren. Ein grofier Teil der Konstruktion ist dabei
im Lemma von Rasiowa und Sikorski verschliisselt worden. Es ist nun inter-
essant herauszufinden, ob sich das Lemma von Rasiowa und Sikorski verallge-
meinern 148t. Eine solche Verallgemeinerung stellt Martin’s Axiom dar. Dabei
handelt es sich um eine Aussage, die relativ zu ZFC + ”es gibt eine unerreich-
bare Kardinalzahl” konsistent ist. Bevor wir diese Aussage formulieren kénnen,
miissen wir einen weiteren Begriff einfithren:

Sei (P, <) eine p.o., K eine iiberabzéhlbare Kardinalzahl. (P, <) hat die k-Anti-
kettenbedingung, (abgekiirzt mit k-ac fiir ”k-antichain condition”), wenn fiir
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jede Antikette A von P gilt |A| < k. Es hat sich inzwischen eingeschliffen,
das ”Anti” wegzulassen und einfach (aber falsch) von der x-Kettenbedingung
zu sprechen (k-cc steht hierbei als Abkiirzung von k-chain condition). Weiter-
hin hat es sich eingeschliffen, statt von der ”w;-Antikettenbedingung” von der
"abzéhlbaren Kettenbedingung” (cce, countable chain condition) zu sprechen.
Da es sich hierbei inzwischen um die géngigen Abkiirzungen handelt, wollen
wir uns im folgenden diesem schlechten Stil beugen und gleichfalls diese Beze-
ichnungen benutzen.

Sei £ eine unendliche Kardinalzahl. MA(x) (Martin’s Axiom fiir ) ist die fol-
gende Aussage:

(MA(k))  Sei (P, <) eine p.o. mit der ccc, und sei D eine Familie von dichten
Teilmengen von P mit |D| < k. Dann gibt es einen
D-generischen Filter.

Es ist sofort zu sehen, dal MA(w) eine Folge des Rasiowa-Sikorski-Lemma ist.
Unter MA (Martin’s Axiom) verstehen wir die folgende Aussage:
(MA) 2% > wy und fiir alle k < 2¢ gilt MA(k).

Mit diesem Axiom wird ein Hilfsmittel bereitgestellt, das vielfdltige Anwen-
dungen erlaubt. Statt umsténdliche Forcing-Konstruktionen zu erstellen ist es
moglich, mit einfachen partiellen Ordnungen zu arbeiten. Damit ist es auch
ohne tiefere mengentheoretische Kenntnisse moglich, Unabhangigkeitsbeweise
zu fithren.

Wir wollen am Schluf} dieses Kapitels zeigen, dafl bei MA weder auf die ccc
noch auf die Einschrankung |D| < 2 verzichtet werden kann.

Beispiele: (2) Seien I, J nicht leere Mengen. Mit Fn(I,.J) bezeichnen wir die
Menge aller Funktionen f mit |f| < w, dom(f) C I, rng(f) € J. Wir ordnen
Fn(I,J) durch D. Wir betrachten Fn(w,wi). Fn(w,w)) erfiillt die cce: Sei fur
a < wi, po = {(0,a)}. Dann ist

A={ps:a<w}
Antikette mit |[A| = wy. Fiir o < wy sei
Dy ={f € Fn(w,wy) : € rng(F)}.
Dann ist D, dichte Teilmenge von Fn(w,w;). Sei
D={Dy:a<wi}.

Dann kann es keinen D-generischen Filter geben: Angenommen, G ist D-
generisch. Dann ist |J G eine Funktion mit dom(|JG) C w und rmg(JG) = wi,
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was offensichtlich nicht sein kann.
(3) Wir betrachten Fn(w,2). Fir f € “2 sei
Dy={pe Fn(w,2):p & [}
Dann ist D¢ dichte Teilmenge von Fn(w,2). Sei
D= {Dy: fe“2}.

Dann kann es keinen D-generischen Filter geben:
Sei F'=|JG. Dann ist F' € “2, aber wegen G N Dy # () folgt der Widerspruch
F ¢ 2.

21 Filter

Wir haben bereits gezeigt, dafl sich jeder Filter zu einem Ultrafilter erweitern
laBt. Wir kennen bisher keine Eigenschaften, in denen sich freie Ultrafilter
unterscheiden konnen. Wir werden hier verschiedene Typen von Ultrafiltern
iiber w kennenlernen. Dabei sind alle in diesem Kapitel auftretenden Ultrafilter
frei und iiber w.

Eine Funktion f : a — b heifit endlich-zu-eins, wenn fiir jedes x € b gilt
@) < w.

Fin Ultrafilter U iiber w heifit P-Punkt, wenn gilt

Vf e “wla € U(f|, ist endlich-zu-eins oder konstant).
FEin Ultrafilter U iiber w heifit selektiv, wenn schérfer gilt
Vf € “wda € U(f|, ist bijektiv oder konstant).

Man macht sich leicht klar, dafl ein Ultrafilter U iiber w ein P-Punkt ist gdw.
folgendes gilt:

Fiir jede Zerlegung (a;)i<, von w gibt es ein a € U mit a = a; fir ein i < w
oder Vi < w (JaNa;| < w).

Ein Ultrafilter tiber w ist selektiv gdw. fiir jede Zerlegung (a;)i<, von w ein
a € U existiert mit a = q; fiir ein ¢ < w oder |[aNa;| <1 fiir alle i < w.

Theorem 1 (MA): Es gibt selektive Ultrafilter.

Beweis: Wir zeigen zunéchst

Behauptung: Sei F' C P(w), F habe die sfip, |F| < 2. Weiterhin sei f € “w.
Dann gibt es ein a € P(w), so dal F'U {a} die sfip hat und f/|, ist bijektiv oder
konstant.

Beweis der Behauptung: Fiir i < w sei

bi={necw: f(n)=i};
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ci={new: f(n)>1i}.

Fall 1: Fiir ein ip < w hat F'U {b;,} die sfip.
Dann ist f[p, konstant und b;, leistet das verlangte.

Fall 2: Fir alle ¢ < w hat F'U {b;} nicht die sfip.
Dann hat fiir alle i < w, F U {¢;} die sfip. P sei die Menge aller endlichen
Teilmengen z von w, so dafl f|, bijektiv ist. Wir ordnen P durch

z<ygdw. y Cx.

Firn <w, a € F sei
E}={zeP:lanz| >n}.

Wir zeigen, daB fiir alle n < w und alle a € F' die Menge E]' dicht in P ist. Sei
dazu x € P gegeben. Sei
io = min{k : x C U b;}.
i<k
Da F'U{¢;,} die sfip hat, ist |a N ¢;,| = w und somit gibt es ein z C a N ¢;, mit
|z| > nund |b; Nz| <1 fiir jedes j < w. Sei
y=zUz.

Dann ist y <z und y € E, also ist £} dicht in P.
Wir setzen
D={E}!:n<w, acF}.

Da |D| < 2% ist, gibt es ein D-generisches G C P. Sei

a:UG.

Dann leistet a das verlangte. Damit ist die Behauptung bewiesen.

Sei (fa)a<2e eine Aufzdhlung von “w. Induktiv konstruieren wir eine Folge
(@a)a<2w derart, dafB fiir alle a < 2¥, {ag : B < a} die sfip hat und f4|q, kon-
stant oder bijektiv ist. Dann ist jeder Ultrafilter U, der {aq : @ < 2“} enthilt,
ein selektiver Ultrafilter. O

Bemerkung: Man macht sich leicht klar, dafl das Theorem auch aus CH folgt.In
den folgenden Theoremen 2, 3 und 4 kann MA ebenfalls durch CH ersetzt wer-
den.

Theorem 2 (MA): Es gibt P-Punkte, die nicht selektiv sind.

Beweis: Sei (b;)i<,, eine Zerlegung von w mit |b;| = 4 fiir alle i < w. Analog
zum Beweis von Theorem 1 werden wir eine Folge (aq)a<ov konstruieren mit
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falas ist endlich-zu-eins oder konstant fiir alle @ < 2% und der zusétzlichen
Eigenschaft, daf8§ fiir jedes a < 2¢ die Menge {|b; N aq| : ¢ < w} unbeschrankt
ist. Damit wird gesichert, daf jeder Ultrafilter, der {a, : @ < 2“} enthélt, nicht
selektiv ist.

Behauptung: Sei F' C P(w), F' habe die sfip, |F'| < 2* und fiir jedes a € F sei
{lanb;| : i < w} unbeschrankt. Sei f € “w. Dann gibt es ein a C w derart, daf
FU{a} die sfip hat, f|, ist endlich-zu-eins oder konstant, und {|b; Nal : i < w}
ist unbeschrénkt.

Beweis der Behauptung: O.B.d.A. kénnen wir annehmen, daf§ F' unter endlichen
Durchschnitten abgeschlossen ist und dafl aus a € F folgt, dafl auch jedes b C w
mit [aAb| < w zu F gehort. Fiir i < w sei

ci={necw: f(n)=1i}.

Fall 1: Fir ein ip < w hat F U {¢;,} die sfip und {|c;, Nbg| : kK < w} ist
unbeschrankt.
Dann ist fc, konstant, und c;, leistet das verlangte.

Fall 2: Fiir jedes j < w gilt: {|¢; Nb;| : i < w} ist beschrénkt, oder F'U{c;} hat
nicht die sfip.
Es sei P die Menge aller endlichen Teilmengen von w. Wir ordnen P durch

r<ygdw. yCzAJi<w(ynd,=0A(z\y)Cd).
Firn <w, a € F sei
El={xeP:Ji<w(lanxznb;|>n)}.

Wir zeigen, dafl daf fiir jedes n < w und a € F die Menge E7' dicht in P ist.
Sei x € P. Wir setzen
X = flal;
Xo={i € X : FU{¢} hat die sfip};
X1 =X\ Xo.

Fiir jedes j € X; hat F'U {c;} nicht die sfip. Somit gibt es ein e; € F derart,
daB |ej N¢j| < w ist. Da F unter endlichen Durchschnitten abgeschlossen ist
und mit jedem e auch jedes e* enthélt, fiir das eAe* endlich ist, gibt es ein
¢ € Fmite N c¢; = 0 fir jedes j € Xy. Sei

I
e=c¢e Na.

Fiir jedes j € X ist {|eNc;Nb;| : @ < w} beschrénkt. Sei m eine obere Schranke
von leNe; Nb|:j € Xo,i <w}. Seidg €w\ X so, daB [eNb;y| >m - |X|+n
ist. Sei

z:bio\U{ci:ieX},

y=zUz.
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Dann ist |z] > n, y <z und y € E}'. Damit ist gezeigt, dal E in P dicht liegt.
Sei
D={E]:n<w,a€F}.

Da |D| < 2%, gibt es ein D-generisches G C P. Sei

a:UG.

Dann hat F U {a} die sfip und {|b; Na| : i < w} ist unbeschréankt. Weiterhin
sieht man leicht aus der Definition der Ordnung auf P, daf} f|, endlich-zu-eins
ist. Damit ist die Behauptung gezeigt.

Induktiv konstruieren wir eine Folge (aq)a<2e derart, dafl fiir alle o < 2%,
{ag : B < a} die sfip hat, {|laq Nb;| : i < w} unbeschrénkt ist, und fulq,
endlich-zu-eins oder konstant ist.

Sei U ein Ultrafilter, der {a, : a < 2¥} enthélt. Wir miissen noch zeigen, daf§
fiir jedes a € U die Menge {|aNb;| : i < w} unbeschrankt ist: Sei dazu f, € “w
gegeben durch

. 1, wenn ¢ € a;
i ={

0 sonst.

Dann gibt es ein @ < 2¥ mit f, = fo. Nun folgt aus der Konstruktion,
daBl a, C a oder a, Na = 0. Wegen a € U mufl a, C a sein. Damit ist
{laNb;| : i < w} unbeschrankt. O

Ein Ultrafilter U tiber w heifit Q-Punkt, wenn es fir jedes f € “w, das endlich-
zu-eins ist, ein a € U gibt, fir das f|, bijektiv ist.

Man macht sich leicht klar, daf ein Ultrafilter U ein Q-Punkt ist gdw. folgendes
gilt:

Fiir jede Zerlegung {b; : i < w} von w in endliche Teilmengen gibt es ein a € U
mit |b; Na| <1 fiir jedes ¢ < w.

Theorem 3 (MA): Es gibt Q-Punkte, die nicht P-Punkte sind.

Beweis: Sei (b;)i<w eine Zerlegung von w in unendliche Teilmengen, B = {b; :
i <w}. Eine Menge a C w heifle B-gut, wenn [{i < w: |b; Na| = w}| = w. Eine
Menge F' C P(w) heifle B — gut, wenn jedes a € F' B-gut ist.

Behauptung 1: Sei F' C P(w), |F| < 2¥, abgeschlossen unter endlichen Durch-
schnitten und B-gut. Dann gibt es ein a C w derart, dafi f|, bijektiv ist und
fiir jedes ¢ € F ist a N ¢ B-gut.

Beweis der Behauptung: Fiir jedes ¢ € F sei

Xe={iew:lcnb| =w}.
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Es sei P die Menge aller endlichen Teilmengen x von w, so dafl f|, bijektiv ist.
Wir ordnen P durch
r<ygdw. y C .

Firce F,ie€e X,, n € w sei
Ecin={xe€P:lcnb Nzl >n}.

Dann ist fiir jedes c € F', i € X, n € w, die Menge E,; ,, dicht in P. Wir setzen
D={E.in:ceF,icX,necuw}.

Da |D| < 2¥, gibt es eine D-generische Menge G. |JG leistet das verlangte,
und damit ist Behauptung 1 gezeigt.

Behauptung 2: Sei F' C P(w), abgeschlossen unter endlichen Durchschnitten
und B-gut. Sei d C w. Dann gilt

(i) fiir jedes ¢ € F'ist cNd B-gut
oder
(ii)  fir jedes ¢ € F ist ¢\ d B-gut.

Beweis der Behauptung: Seien F' und d wie in der Behauptung. Angenommen,
weder (i) noch (ii) trifft zu. Dann gibt es cp, ¢ € F, so daf§

Hi<w:|lecoNbNd =w} <w
und
Hi<w:|laanb\d =w}| <w.

Sei
co=cpMNecy.

Dann ist ¢y € F. Sei
X ={i<w:|eaNb;| =w}.

Wegen
{i<w:|laenb|=wl={i<w:|lanNbnNd =wlU{i<w:|lcaNb\d =w}
ist dann X endlich, im Widerspruch zur Voraussetzung. Damit ist die Behaup-

tung gezeigt.

Sei (fa)a<ow eine Aufzdhlung aller f € “w, die endlich-zu-eins sind und sei
(Ca)a<2w eine Aufzéhlung von P(w). Wir konstruieren induktiv eine Folge
(Fu)a<2¢ von B-guten Mengen mit |F,,| < 2¢ fiir jedes a < 2¥. Sei

Fy = Cofin.

Sei av < 2% und fiir B < « sei Fjg bereits konstruiert.
Wenn a € Lim, so setzen wir

F, = U Fj.
B<a
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Sei v = 3+ 1. Wir wenden Behauptung 1 auf Fjg3 und f3 an und erhalten eine
Menge ag C w, so daB fgls, bijektiv ist und derart, daf fiir jedes b € Fj, agNb
B-gut ist. Sei Fé der Abschlufl von Fjg U {ag} unter endlichen Durchschnitten.
Sei F,, der Abschlufl von F é U {cs} unter endlichen Durchschnitten, wenn diese

Familie B-gut ist, und der Abschlufl von F, é U{w \ ¢g} unter endlichen Durch-
schnitten sonst. Aus der Behauptung 2 folgt, dafl F,, B-gut ist.

Sei
U= J F.
a<2v
Aus der Konstruktion folgt, dafl U Q-Punkt, aber nicht P-Punkt ist. O

Ein Ultrafilter U iiber w heifit Semi-Q-Punkt, wenn fiir jedes f € “w, das
endlich-zu-eins ist, ein a € U existiert mit |a N f~{a}| < n fiir alle n < w.
Man macht sich leicht klar, dafi ein Ultrafilter U {iber w ein Semi-@-Punkt ist
gdw. folgendes gilt:

Fiir jede Zerlegung (b;);<. von w in endliche Teilmengen gibt es ein a € U mit
la N U;ep bi] < fiir alle n < w.

Theorem 4 (MA): Es gibt Semi-Q-Punkte, die nicht Q-Punkte sind.

Beweis: Sei (b;)i<., eine Zerlegung von w mit |b;| = i fiir alle i < w. Sei
B ={b;:i < w}, a Cw. aheiBt B-gut, wenn {|a Nb;| : i < w} unbeschrankt
ist. Entsprechend heifit F' C P(w) B — gut, wenn jedes ¢ € F' B-gut ist.

Behauptung 1: Sei F' C P(w) B-gut mit |F| < 2¥. Sei f € “w endlich-zu-
eins. Dann gibt es ein a C w derart, daB fiir jedes n < w, |[aN f~H{n}| < n ist
und fiir jedes ¢ € F ist a N ¢ B-gut.

Beweis der Behauptung: Es sei P die Menge aller endlichen Teilmengen x von
w derart, daf fiir alle n < w, |z N Y., bi| < n ist. Wir ordnen P durch

r<ygdw. y C .
Firce F, n <w sei
E.n={x€P:3Ji(lzNncnbj|>n)}.

Es ist leicht zu sehen, da8 fiir jedes c € F' und jedes n < w die Menge E. ,, dicht
in P ist. Sei
D={E.,:ce F,n<w}.

Dann ist |D| < 2¥. Sei G D-generisch. Wir setzen

a:UG.

Dann leistet a das verlangte, und damit ist die Behauptung gezeigt.

Behauptung 2: Sei F' C P(w), abgeschlossen unter endlichen Durschnitten
und B-gut. Sei d C w. Dann gilt
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(i) fiir jedes ¢ € F ist cNd B-gut
oder
(ii)  fir jedes ¢ € F ist ¢\ d B-gut.

Der Beweis ist analog zum Beweis von Behauptuzng 2 in Theorem 3.

Sei (fo)a<2w eine Aufzéhlung aller f € “w, die endlich-zu-eins sind. Sei (dy,)q<2w
eine Aufzéhlung von P(w). Wir konstruieren induktiv eine Folge (Fy)a<2v von
B-guten Mengen mit |F,,| < 2¢ fiir jedes aw < 2¢. Sei

Fy = Cofin.

Sei av < 2, und fiir 8 < « sei Fj3 bereits konstruiert.
Wenn « € Lim, so setzen wir

F, = U Fj.
B<a

Sei v = 3+ 1. Wir wenden Behauptung 1 auf Fj3 und f3 an und erhalten eine
Menge ag C w, so daf fiir jedes n < w, lag N f~H{n}| < n ist und fiir jedes
c € Fg, agNc B-gut ist. Der weitere Beweis verlauft analog zum Beweis von
Theorem 3. a

Bemerkung: Dem Leser sei als Ubung empfohlen, folgendes zu zeigen:
(MA) Es gibt P-Punkte, die keine Semi-Q-Punkte sind.

Hinweis: Man beginne mit einer Zerlegung (b;)i<, von w mit |b;| = i? fiir
jedes i < w. Sei B = {b; : i < w}. Eine Menge a C w heile B-gut, wenn
{lanb;| : i < w} unbeschrénkt ist.

Wir kommen jetzt zu einer weiteren Charakterisierung von P-Punkten. Wir
stellen zunachst ein Lemma bereit;:

Lemma 5: Sei (A, <) eine abzdhlbare, lineare Ordnung, U ein Ultrafilter iber
A. Dann lafst sich A in abzdhlbar viele Intervalle zerlegen, die sdmtlich nicht in
U liegen, und die vom Ordnungstyp w, w+1, w*, 14+w* oder w+w* geordnet sind.

Beweis: Wir erweitern A um zwei neue Elemente a_ und a4, wobei a_ das
kleinste und ay das groBte Element von AT ist. Sei A = {a; : i < w}. Wir
setzen

boza_, co = G4, dgzao.

Sein < w. Fiir j <nund k < n seien I; sowie by, ¢;, und dj, bereits konstruiert.
Wenn (b, dy,] ¢ U, so setzen wir

I, = (bnvdn]v bn+l = dp, Cn+1 = Cn.
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Andernfalls setzen wir
I, = [dmcn)a bn+1 = bna Cn+1 = dp-

dn+1 ist dasjenige an, € A\ U<, Ik, filr das gilt Vm < ng (am € Ug<,, Ii)-

Aus der Konstruktion folgt, da8 {I}, : k¥ < w} vom Ordnungstyp w + n, n + w*
oder w + w* fiir ein geeignetes n < w ist. Indem wir fiir n > 1 die kleinsten n
bzw. die grofiten n Intervalle zu einem Intervall zusammenfassen, erhalten wir
die gewlinschte Zerlegung. O

Theorem 6: Sei U ein freier Ultrafiulter iiber w. Dann sind folgende Aussagen
aquivalent:

(i) U ist P-Punkt.
(ii) Fiir jede lineare Ordnung (w, <) gibt es ein a € U, so daf (a, < Na?) den
Ordnungstyp w oder w* hat.

Beweis: (i) — (ii):

Wir zerlegen (w, <) in abzéhlbar viele Intervalle {I : k < w}, so dafl sie vom
Ordnungstyp w, w + 1, w*, 1 + w* oder w 4+ w* geordnet sind und so, daf§ fiir
alle i < w, I; ¢ U ist.

Sei a € U so, dal |[aN I;| < w fiir jedes i < w. Dann 148t sich a in zwei Mengen
bo, b1 zerlegen derart, daf fiir ¢ < 1 gilt: b; ist endlich oder vom Ordnungstyp
w oder w*. Da by € U oder b; € U und U keine endlichen Mengen enthélt, folgt
hiermit die Behauptung.

(i) — (i)

Sei {a; : i < w} eine Zerlegung von w. O.B.d.A. sei |a;| = w fiir alle i < w. Fiir
i < w wihlen wir ein <;C a;2 derart, daB (a;, <;) eine lineare Ordnung vom
Ordnungstyp w ist. Sei

-<=U<Z‘U U a; X a;.

1<w 1<j<w

Damit hat (w, <) den Ordnungstyp w?. Sei a € U so, daB (a, < Na?) den Ord-
nungstyp w hat. Dann gilt: 3i < w (Ja \ a;] < w) (und somit ist fiir ein i < w,
a; € U) oder Vi < w (JaNa;| <w).

Damit ist das Theorem gezeigt. O

Wir gehen jetzt auf einen Zusammenhang zur Topologie ein. Wir bezeichnen
mit Sw die Menge aller Ultrafilter tiber w. Auf Sw kénnen wir wie folgt eine
Topologie einfithren: Fir a C w sei

B, ={p € fw :a € p}.

Dann bildet
B={B,:aCw}
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die Basis einer Topologie auf Sw. Dabei enthélt B, einen freien Ultrafilter gdw.
a unendlich ist. Ein Ultrafilter p € fw ist Hauptultrafilter gdw. es ein i < w
gibt mit p = {@ C w : i € a}. Somit kénnen wir die Hauptultrafilter mit w
identifizieren. Offenbar bildet w eine dichte Teilmenge in fw. Wir schreiben
fw \ w fiir den Teilraum von Sw, der durch die freien Ultrafilter gebildet wird.
Die P-Punkte besitzen nun folgende topologische Charakterisierung:

p € fw \ w ist P-Punkt gdw. fiir jede abzéhlbare Familie {U; : i < w} von offe-
nen Mengen in fw \w mit p € (), U; ein a € [w]* existiert mit B, C (), Us.
Damit bleiben P-Punkte unter Homéomorphismen erhalten. Nach Theorem 3
gibt es unter MA freie Ultrafilter, die keine P-Punkte sind. Somit folgt aus
MA, da fw \ w nicht homogen ist. Dies wurde von Frolik gezeigt.

22 Das A-Lemma

Eine Menge A heifit A-System mit der Wurzel r, wenn gilt: Vab € A(a #b —
anNb=r). Eine Menge A heiit A-System, wenn A fiir eine Menge r ein A-
System mit der Wurzel r ist.

Bevor wir das A-Lemma in seiner allgemeinen Form beweisen, zeigen wir einen
Spezialfall:

Sei dazu A eine Familie endlicher Mengen mit |A| > w;. Dann gibt esein B C A
mit |B| = wy, das ein A-System bildet.

Wir nehmen an, da§ |A] = w; und JA4 C w;. Firn < w sei 4, = {a €
A : |a| = n}. Dann ist fiir ein n < w, |Ap| = wi. Somit kénnen wir 0.B.d.A.
annehmen, daB fiir ein n < w gilt Va € A(|a| = n). Wir zeigen die Behauptung
durch Induktion tiber n.

Wenn n = 1, so ist a eine Familie von paarweise disjunkten Mengen, also ist A
ein A-System mit der Wurzel ().

Sei n > 1 und die Behauptung sei richtig fiir alle £ < n. Sei a = {a; : i < w1}.
Wir unterscheiden zwei Falle:

Fall 1: Fir alle a <w; ist [{a € A:a € a}| < w.

Dann ist auch fiir jede abzdhlbare Menge C' C wy, [{a < w1 : ag N U,yeo ay #
0} < w.

Wir definieren eine Funktion h : w; — wy wie folgt: h(0) = 0; h(a) = min{s :
ag N Uy<q @h(y) = 0}. Dann bildet B = {aj(q) : @ < w1} ein A-System mit der
Wurzel 0.

Fall 2: Es gibt ein a < w; mit [{a € A: o € a}| = w;.

Sei B={a€ A:a€a}und B'={a\ {a}:a € B}. Wir wenden auf B’ die
Induktionsvorausetzung an und erhalten ein C’ € [B']“* sowie ein r, fiir das C’
ein A-System mit der Wurzel r bildet. Sei C' = {a U {a} : a € C'}. Dann ist
C' C A mit |C| =w; und C bildet ein A -System mit der Wurzel r U {a}.

Diese Idee 1at sich auf Mengensysteme verallgemeinern, die nicht notwendig
nur aus endlichen Mengen bestehen:

Theorem 1 (A-Lemma): Seien x und \ regulire Kardinalzahlen mit Voo <
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AMa € Card — a~" < \). Wenn A eine Menge ist mit |A|] > X und
Va € A(la] < k), so gibt es ein B C A mit |B|] = X\ und B bildet ein A-
System.

Beweis : O.B.d.A. ist |A| = A. Da Va € A(|a|] < k), ist [JA] < A. Somit
konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dafl |JA C A.

Fiir jedes a € A ist damit type(a) < k. Da X regulér ist und £ < A, gibt es ein
p < k sowie ein B C A mit |B| = X derart, daf fiir jedes b € B, type(b) = p ist.
Da fiir jedes a < k gilt a<% < A, ist |J B in X\ unbeschriankt. Sei B = {b; : i <
A}, Fir ¢ < p, b € B sei b(¢) das (-te Element von b. Da A regulér ist, gibt
es ein ¢ < p, so daBl {b(¢) : b € B} in A\ unbeschrénkt ist. Sei (y das kleinste
solche (. Wir setzen

ap = sup{b(n)+1:b€ B,n <}
Dann ist ap < A und b(n) < ap fir alle b € B, n < (p.
Wir definieren i : A — X durch h(0) = min{f : bz(¢o) > ag}, h(a) = min{s :
bs(Co) > U{bn(1)(0) : ¥ < ,0 < p}. Dann ist h streng monoton wachsend. Sei
C = {bpy) : i < A}. Da Jag="| < A, gibt es eine Menge D C C mit |D| = A
sowie eine Menge r mit Yab € D(a # b — anb = r}. Damit ist D eine A-
System mit der Wurzel 7. O

Als unmittelbare Folgerung aus Theorem 1 ergibt sich

Korollar 2 (CH): Sei (sq)a<w, €ine Folge von paarweise verschiedenen ab-
zahlbaren Mengen. Dann gibt es ein s und ein I C we mit |I| = Ng derart, dafl
fir alle o, B € I mit o # 3 gilt s N 53 = 5.

23 Martin’s Axiom

Wir haben im Kapitel CH das Theorem von Erdds-Rado gezeigt. Hier zeigen
wir, daf} sich mit MA die Negation der entsprechenden Aussage zeigen laft.
Somit haben wir hier ein Beispiel fiir eine Aussagen ¢ mit ZFC + CH = ¢ und
ZFC + MA |~ ¢.

Theorem 1 (Baumgartner-Hajnal) (MA(R;)):
Sei w x w1 = HU K. Dann gibt es eine unendliche Menge A sowie eine
tiberabzdhlbare Menge B mit Ax B C H oder Ax BC K.

Beweis: Fiir jedes o < wy sei
Ay ={n:(n,a) € H},

B, =w\ A,.

Sei F' ein Nichthauptultrafilter iiber w. Fiir jedes a < wy ist A, € F oder
B, € F.
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Somit ist

Hao<wi: Ay € F} =w;
oder

Ha <w;: By € F}| = w.
O.B.d.A. sei

E={a<w:A,€F}

iiberabzéhlbar. Die Menge {A, : @ € E} hat eine untere Schranke A (beziiglich
der p.o. <). Fiir a € E sei n, das kleinste n mit A\ A, C n. Dann gibt es
eine iiberabzéhlbare Teilmenge B von E sowie ein n € w derart, daf fiir alle
a € B gilt n = ng. Aber dann ist

(A\n)x BCH,
was zu zeigen war. O
Wir zeigen nun, daf aus Martin’s Axiom SH folgt (es reicht bereits MA(X;) aus):

Theorem 2 (MA(X;)): Es gibt keinen Souslin-Baum.

Beweis :

Sei (T, <) ein Aronszajn-Baum. Wir zeigen, dafl (T, <) dann eine iiberabzahl-
bare Antikette besitzt.

Nach Lemma 14.4 kénnen wir annehmen, dafl (T, <) hoch ist. Wir betrachten
die p.o. (T,>). Da (T, >) ein "umgekehrter” Baum ist, ist jeder Filter in (7, >)
eine linear geordnete Teilmenge von (7', >). Fiir a < wy sei

Dy ={a€T:ht(a) =a}.
Da (T, <) hoch ist, ist D, dicht in (7, >). Sei
D={Dy:a<w}.

Dann ist D eine Familie von dichten Teilmengen von (7', >) der Méchtigkeit wy .
Angenommen, (7, <) besitzt keine iiberabzéhlbaren Antiketten. Dann sind
die Voraussetzungen von MA(X;) erfiillt. Sei nun G ein D-generischer Filter.
Dann ist G eine tiberabzahlbare linear geordnete Teilmenge von T, und somit
miiite (7, >) tiberabzéhlbare Wege besitzen, im Widerspruch zur Annahme,
dal (T, <) ein Aronszajn-Baum ist.

Somit muf} (T, <) tiberabzdhlbare Antiketten besitzen, kann also kein Souslin-
Baum sein. O

Wir verscharfen jetzt dieses Theorem. Und zwar werden wir zeigen, dafl aus
MA(R) nicht nur SH folgt, sondern dafl jeder Aronszajn-Baum speziell ist, d.h.,

sich als Vereinigung von abzahlbar vielen Antiketten darstellen 148t.

Wir bendtigen zuerst ein Lemma:
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Lemma 3: Sei (T, <) ein Aronszajn-Baum, A eine iberabzdihlbare Familie von
paarweise disjunkten, endlichen Teilmengen von T. Dann gibt es s,s' € A,
s # 8, so daf jedes a € s mit jedem b € s' unvergleichbar ist.

Beweis: Angenommen, das Lemma ist falsch. Sei (T, <) ein Aronszajn-Baum
und A C [T]<% mit |A| = w; eine Familie von paarweise disjunkten endlichen
Teilmengen von T' derart, daf fir alle s,t € A Zahlen i < Ih(s) und k < Ilh(t)
existieren, so daf s(i) und t(k) vergleichbar sind.

0O.B.d.A. kénnen wir annehmen, daf} alle s € A die gleiche Méchtigkeit n haben.
Fiir jedes s € A wahlen wir eine Aufzdhlung (s(0),s(1), ..., s(n — 1)) von s.
Sei weiter D ein uniformer Ultrafilter iiber A.

Fira € T, k < n setzen wir

B(a,k) = {s € A:aist mit s(k) vergleichbar }.
Da alle s, s’ € A vergleichbare Elemente haben, ist fiir jedes s € A,
A= J{B(s(i), k) i,k < n}.

Somit gibt es fiir jedes s € A natiirliche Zahlen is, ks < n mit B(s(is), ks) € D.
Damit gibt es ein k* < n derart, dafl

C={secA:ks=k"}
uberabzahlbar ist. Wir setzen
W ={s(is) : s € C}

und zeigen, dafl die Elemente aus W paarweise vergleichbar sind:
Sei s,s’ € C. Wir setzen

X = B(s(is), k") N B(s'(iy), k*).
Wegen X € D ist | X| > w. Sei
Y ={s(k*):se€ X}.
Da A aus paarweise disjunkten Mengen besteht, ist |Y| > w. Somit gibt es ein
t €Y mit s(iy), s (iy) < t(k*). Damit muf aber s(i,) mit s'(iy) vergleichbar
sein. Damit ist W eine iiberabzahlbare Teilmenge vonT’, die aus paarweise ver-

gleichbaren Elementen besteht. Das steht im Widerspruch dazu, dafl (T, <) ein
Aronszajn-Baum ist. g

Theorem 4 (MA(Xy)): Jeder Aronszajn-Baum ist speziell.

Beweis: Sei (T, <) ein Aronszajn-Baum. P bezeichne die Menge aller Funk-
tionen p mit
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(1) dom(p) € [T]=¥;
(i) rng(p) € w;
(ili)  wenn ab € dom(p), a < b, so ist p(a) # p(b).

Auf P erkldaren wir eine partielle Ordnung <p wie folgt:

p<pqgdw. qCp.
Behauptung: (P, <p) erfillt die ccc.

Beweis der Behauptung: Sei A eine iiberabzédhlbare Teilmenge von P. Nach
dem A-Lemma gibt es ein endliches s C T sowie ein iiberabzéhlbares B C A
derart, daf fiir alle p,q € B, p # ¢ gilt

dom(p) N dom(q) = s.

Weiterhin gibt es ein tiberabziahlbares C' C B mit p|s = ¢l fiir alle p,q € C.
Nach Lemma 3 gibt es p,q € C, so daf jedes a € dom(p) \ s mit jedem
b € dom(q) \ s unvergleichbar ist. Dann ist pU ¢ € P und pUq < p,q. Somit
sind p und ¢ vertraglich und (P, <p) erfiillt die ccc. Damit ist die Behauptung
gezeigt.

Fiir jedes a € T sei
D,={pe P:ac dom(p)}.
D, ist dicht in P. Wir setzen

D={D,:acT}.

Da die Voraussetzungen fiir MA(X;) erfiillt sind, existiert ein D-generischer
Filter G. Sei
g= U G.

Dann ist g eine Funktion von 7' in w und fiir jedes n < w ist g~!(n) eine An-
tikette. Damit ist T Vereinigung von abzéhlbar vielen Antiketten, und somit
ist T' speziell. O

Lemma 5 (Solovay’s Lemma):
Seien A, B C [w]¥, |A|,|B| < 2¥, und fir jedes a € A sowie jede endliche
Teilmenge C von B sei |a\|JC| = w. Dann gibt es eine Menge d C w mit

land| =w fir jedes a € A und
lbNd| <w fiir jedes b € B.

Beweis:
Sei
P={(s,E):s¢cw™ Fec B}
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(s, B) < (t,F) gdw. tCs,FCE und (s\t)n| JF =0.

Wir zeigen, dafl < transitiv ist:

Sei (s, E) < (t,F) und (¢, F) < (u,G). Dann ist v C s, G C E. Weiterhin
folgt aus s\ u C (s\t) U (t\uw) und (s \ t) NYUF = 0 die Giiltigkeit von
(t\u)NUG = 0 und aus F D G folgt (s\t)NJG = 0. Somit ist (s\u)NYG C
5\ U\ w)]NUG = ((s\ ) NUG) U((t\ 0) nUG) =D.

Damit ist (P, <) eine po. Wir zeigen nun, dafl (P, <) die ccc hat.

Sei dazu A = {(s8q,T0) : @ < w1} C P. Wegen |[w]<¥| = w gibt es a < f < wy
mit s, = sg. Dann ist aber (sq4,7T% UT3) < (Sa,Ta) und (Sq,Tn U T3) <
(sg,Tp), also gibt es keine iiberabzdhlbare Teilmenge von P, die aus paarweise
unvertraglichen Elementen besteht.

Fir n < w, a € A setzen wir

Dyo={(s,E) € P:lans| >n}.

Da fiir jedes E € [B]<¥ gilt |a \ U E| = w, ist D,,, dicht in P.
Fir b € B sei

Dy={(s,E)e P:be E}.
Dy ist ebenfalls dicht.
Sei D ={Dpq:n <w,a€ A} U{D, :b € B}. Dann ist D eine Familie von
dichten Teilmengen von P mit |D| < 2¥. Sei G ein D-generischer Filter. Wir
setzen

d=|J{s:3E((s,E) € G)}
und zeigen, daf} d das verlangte leistet.
Sei a € A gegeben, n < w. Wenn (s,E) € GN Dy q, s0ist dNa D sNa und
wegen [s Nal > nist |[dNa| > n. Somit ist fir alle n < w, |d N al > n, also ist
[dNa| =w.
Sei b € B gegeben, (s, E) € GN Dy. Sei (t, F) € G. Dann gibt es eine gemein-
same untere Schranke (s, E') von (s, E) und (¢, F'). Damit ist tNb C s’ Nb.
Wegen (s'\ s)NJE =0 und b € E ist auch (s'\ s)Nb =0, also sNb=s"Nb.
Hieraus folgt dN'b = sNb und somit ist |[d Nb| < w. O

Mit Hilfe von Solovay’s Lemma 1a83t sich folgende Aussage iiber die Kardinal-
zahlexponentiation zeigen:

Theorem 6 (MA): Vi < 2¥(2"% = 2¥).

Beweis: Sei A eine fast disjunkte Familie iiber w mit |A| = k. Fiir jedes B C A
sei dp C w mit |dpNa| =w fira € A\ B und |[dgp Nal < w fir a € B. Nach
Solovay’s Lemma existiert eine solche Menge dp.

Fir B, B' C A mit B # B ist dg # dg::

Da B # B’ ist, existiert ein a € A, das genau einer der beiden Mengen B, B’
angehort. Sei etwa a € B\ B’. Dann ist |[dp Na| < w aber |[dp Na| = w, also
ist dp # dpr. Da |P(A)| = 2%, ist somit auch [{dp : B C A}| = 2%, also ist
2F < 2¢ und somit folgt 2% = 2%. O
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24 Das Prinzip ¢

Wir haben im Kapitel ”Kardinalzahlarithmetik” gesehen, daf die Existenz einer
unerreichbaren Kardinalzahl von ZF(C unabhéngig ist. Dies lieB sich zeigen, in-
dem das Universum V auf die Mengen eingeschrankt wurde, die innerhalb von
V. lagen, wobei  die kleinste unerreichbare Kardinalzahl bezeichnete. Das legt
die Frage nahe, ob das Universum V auch auf andere Weise eingeschrankt wer-
den kann derart, dafl die Axiome von ZF(C weiterhin giiltig bleiben.

Von Godel stammt die Idee, nur die Mengen von V zu betrachten, die sich
auf geeignete Weise innerhalb von V definieren lassen. FEr erhielt auf diese
Weise eine Klasse von Mengen, die ein Modell von ZF(C bildeten. Dabei konnte
er von dieser Klasse zeigen, dafl nicht nur die Axiome von ZF(C erfiillt sind,
sondern dafl auflerdem GCH gilt. Weiterhin 1483t sich fiir seine Klasse defin-
itorisch eine Wohlordnung angeben. Dies bedeutete, dafl unabhingig davon,
ob das Auswahlaxiom im Universum V gilt oder nicht, in seiner Teilklasse das
Auswahlaxiom erfiillt ist. Dieses Resultat stammt aus dem Jahre 1938.

Wir beschranken uns im folgenden darauf, die konstruktiblen Mengen zu definieren
sowie das Prinzip < (sprich Karo, im Englischen diamond) einzufithren. Dieses
kombinatorische Prinzip wurde von Jensen gefunden und spielt bei Anwendun-
gen der Mengenlehre eine sehr wichtige Rolle.

Wir fiihren zunéchst die Operationen Fi, . .., Fg ein, die auch als Gédel-Operationen
bezeichnet werden:

Fi(u) = dom(u);

Fy(u) = A{(z,y) €urzeyl

Fs(u) = {(y,2):(z,y) €ul

Fyu) = {((@,2),y): ((2,9),2) € u};
Fs(u) = {((z2),y): ((z,y),2) € u};
Fs(u,v) = uxuv;

Fr(u,v) = A{u,v};

Fs(u,v) = u\wv.

Sei a eine beliebige Menge. Dann bezeichnen wir mit D(a) den Abschlufl von
a unter Fy,---, Fg. D(a) 1aBt sich induktiv wie folgt definieren:

ap = a;
nt1 :anu{b:ﬂcha( \/ b=F()v (b:E(c,d)))}.
1<i<5 6<i<8

Dann ist D(a) =

Wir setzen nun

<w Q5.

Def(a) = D(aU{a}) N P(a).

Man kann zeigen, daf eine Menge b zu Def (a) gehort gdw. es eine Formel ¢y ()
gibt mit b = {c € a : gp(c)}. Dabei darf die Formel pp(z) als Parameter Ele-
mente aus a enthalten. Diesen Sachverhalt, den wir hier ohne Beweis angeben,
werden wir im folgenden benutzen.
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Durch transfinite Induktion definieren wir nun die Mengen L:

Lo = W
Loy1 = Def(La);
Ly = U<y La, wenn vy € Lim.

Wir setzen

L= U L.

acOn

Wir bezeichnen die Klasse L als Klasse der konstruktiblen Mengen.
Lemma 1: Fir jede unendliche Menge a ist |Def (a)| = |al.

Beweis: Die Menge der Formeln mit Parametern aus a hat die gleiche Machtigkeit
wie a. Hieraus folgt sofort |Def(a)| = |al. O

Lemma 2: Fiir jedes o € On gilt :

(i) L, ist transitiv;
(ii) Lo CVy;
(i) @€ Lot1.

Beweis: (i) Sei a € On, und fiir jedes 8 < a sei Lg transitiv. Wenn a = 0
oder o € Lim, so ist nichts zu zeigen.

Sei nun @ = G+ 1 fiir ein 8 € On. Durch Induktion iiber n sieht man leicht,
daf8 L, transitiv ist fiir jedes n < w. Damit ist auch Lo =, ., L} transitiv.
(ii) folgt leicht durch transfinite Induktion iber a.

(iii) Es geniigt zu zeigen, dal o C L, ist: Angenommen, das ist gezeigt. Sei
¢(x) eine Formel, die ausdriickt, daf§ x transitiv und unter € linear geordnet ist.
Dann wird durch ¢(z) in L, gerade a ausgesondert und ist somit ein Element
von Lgy1.

Sei o € On gegeben, und fiir alle 8 < asei 3 C Lg. Wenn o = 0 oder @ € Lim,
so ist auch o € L. Sei nun o = 3+ 1. Dann ist 8 C Lg und somit ist 3 € L,.
Aber damit ist a« C L,,. O

n<w

Aus der Konstruktion von L ergibt sich, dal es eine Formel ®(x) gibt, so dafl
®(a) gilt gdw. a konstruktibel ist. Wir bezeichnen mit

V=L
die Aussage
Vrd(x).

Das Resultat von Goédel besagt dann, dal mit ZFC auch ZFC +V = L konsis-
tent ist.
1963 konnte Cohen unter Annahme der Konsistenz von ZF(C zeigen, dafl auch
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ZFC 4+— CH konsistent ist. Da aus ZFC +V = L die Kontinuum-Hypothese
folgt, bedeutet dies, dal V = L unabhéngig von ZF( ist.

Wir kommen nun zum kombinatorischen Prinzip ©. Jensen konnte zeigen, dafl
in L Souslin-Baume existieren. Als Extrakt der zum Beweis notwendigen Tech-
niken entstand das Prinzip <. Es besagt folgendes:

(©)  Es gibt eine Folge (An)a<w, mit Ay C « fir alle a < w; derart, da8
fiir jedes X C wy die Menge {a < w; : X Na = A,} stationdr ist.

Die Folge (An)a<w, heiBt O-Folge, und wir sagen, daf sie jedes A C w; auf
einer stationaren Menge trifft.

Lemma 3: & — CH

Beweis: Sei (A4 )a<w, eine O-Folge. Dann gibt es fiir jedes A C w ein a < wy
mit A = A,. Damit ist aber |P(w)| < wi, und somit folgt CH. O

Wir kommen nun zu einer interessanten Anwendung von <:
Theorem 4 (<): Es gibt einen Souslin-Baum.

Beweis: Sei (Ay)a<w, eine O-Folge. Sei weiterhin (B;);<,, eine Zerlegung von
w in abzéhlbar viele unendliche Mengen. Fir 1 < 8 < w1, n < w setzen wir

Kg.ern:{w-,B—l—i:iEBn}.

Wir konstruieren einen Baum (7, <) induktiv.

Zunéchst wahlen wir fiir T, irgendeinen bindren Baum der Hohe w, der als
Grundbereich die Menge der natiirlichen Zahlen besitzt. Die folgenden Stufen
To, (w < a < wi) werden so konstruiert, dafl gilt:

T(a) = K,.
Damit wird erreicht, daf fiir jede abzdhlbare Limesordinalzahl v gilt
T, =~.

Weiterhin fithren wir die Konstruktion so, dafl fiir jedes @ < w; gilt: wenn
a € Ty, so gibt es einen Zweig w,, der a enthalt und der die Lange « hat.

Sei w < @ < wy und fiir alle 8 < « sei T(3) bereits konstruiert. Sei « = w-3+n
mit n < w. Sei n > 1. Dann setzen wir die Ordnung < auf T'(«) (= K,) so
fort, dafl jedes Element aus T'(ov —~1) genau zwei unmittelbare Nachfolger hat.
Sei nun n =0, d.h., o € Lim.

Wir unterscheiden zwei Falle:

Fall 1: A, ist keine maximale Antikette von T,.
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Fall 2: A, ist eine maximale Antikette von T,.

Im Fall 1 verfahren wir wie folgt: Fiir jedes a € T, wéhlen wir einen Zweig z,
mit a € z,. Da T, abzahlbar ist, erhalten wir so abzdhlbar viele Zweige. Fiir
jedes a € T, wahlen wir ein b, € K, und setzen die Ordnung so fort, daf} fir
jedes b € z, gilt b < b,.

Im Fall 2 verfahren wir analog, wahlen jedoch z, so, daf§ z, N A, # (). Dies ist
moglich, da A, maximale Antikette von T, ist.

Damit ist die Konstruktion beendet, und wir haben einen hohen Baum (7', <)
der Hohe wy. Wir miissen noch zeigen, dafl dieser Baum keine iiberabzéhlbare
Antikette besitzt.

Angenommen (7', <) besitzt eine iiberabzéhlbare Antikette A. O.B.d.A. ist A
maximal. Wir betrachten die Menge

C ={a<w;:ac€Lim, ANT, ist maximale Antikette von T,}.

Wir zeigen, dafl C' cub ist. Es ist klar, dal C' abgeschlossen ist. Wir miissen
noch zeigen, da3 C' unbeschrankt ist.
Sei av < wy gegeben. Fiir jedes a € T'(«) wéhlen wir ein b, € A so, dal a und b,
vergleichbar sind. (Da T, hoch ist, ist damit jedes ¢ € Tp41 mit einem Element
aus {b, : a € T'(«)} vergleichbar.) Sei

ap = sup{a+ 1U{ht(by) : a € T(a)}}.

Nun wahlen wir fir jedes a € T'(ag) ein b, € A, so dal a und b, vergleichbar
sind. Wie setzen

ap = sup{ag + 1 U {ht(by) : a € T(ap)}}.
Auf diese Weise fahren wir fort. Wir setzen
B = sup{a; i < w}.

Dann ist 8 € C und 8 > «, also ist C unbeschrankt.

Da (Aq)a<w, eine O-Folge war, gibt es ein y € C mit ANy =A,. Ausye C
folgt, dafl A, maximale Antikette von 7', ist. Aus der Konstruktion folgt, daf3
jedes Element aus T'(y) mit einem Element aus A, vergleichbar ist. Hieraus
folgt, dal A, maximale Antikette von T"ist. Damit ist A = A, im Widerspruch
zur Annahme, daf3 A iiberabzahlbar ist. O

Definition 1: Unter dem Prinzip & (sprich Kreuz, im Englischen clubsuit)
verstehen wir die folgende Aussage:

Es gibt eine streng monoton wachsende Folge von abzéhlbaren Limesordinalzahlen
(Aot w < a < wp) und eine Folge (s(A\p) : w < o < wyq) mit:

(i) type(s(Aa)) = w und sup(s(Aa)) = Aa;
(ii)  jede Uiberabzdhlbare Teilmenge von w; enthélt ein s(\,).

Mit & bezeichnen wir die Aussage, die wir aus & erhalten, indem wir fordern,
daBl (A\q : w < a < wy) die streng monoton wachsende Folge aller abzéhlbaren
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Limesordinalzahlen ist. Man zeige als Ubung, dafl & und & dquivalent sind.
Zwischen <& und & besteht der folgende Zusammenhang:
Theorem 5: CH + & <— <.

Beweis. Sei (Ap)a<w, eine Aufzidhlung aller abzdhlbaren Teilmengen von wy,
wobei jede dieser Mengen wy oft vorkommt. Sei (s(Aq) : w < a < w;) eine
& -Folge. Fiir w < a < wy setzen wir

Do= |J 4,
¥€5(Aa)

(und fiir n < w sei D, = 0).

Wir zeigen, daf (Dq : o < wy) eine O-Folge ist.

Sei dazu X C wy gegeben. Wir miissen zeigen, dafl fur jede cub-Menge C ein
v € C existiert mit yN X = D,.

Sei C eine cub-Menge. Da {J < wy : A\s = d} ebenfalls eine cub-Menge ist,
konnen wir 0.B.d.A. annehmen, daf fiir alle v € C gilt A\, = .

Wir definieren induktiv eine streng monoton wachsende Folge (04)a<w, durch

50 = w,
dat1 = min{d € wy : Iy(0q <Y< IAX N},

0y = U dg, wenn vy € Lim.
B<y
Sei
D ={0y:a<w}

und

D' ={6,:v€LimnNu}.
Dann folgt aus der Konstruktion, dal D und D’ cub sind und daf§ D’ C C.
Sei a so, dafBl s(A\,) € D’. Dann ist, da s(\,) konfinal in A\, und D’ cub ist,
Aa € D'. Weiterhin gilt Do = U, c500,) Ay = Upncw (X Ns(Aa)(n)) = X NAa =
X Na. O

Theorem 6: MA + - CH — —é&.

Beweis. Sei (s(\y) : w < wy) eine &T-Folge. Wir definieren eine p.o. (P, <)
wie folgt:
P={(s,t):s,tew]¥,snt=0}

(s,t) < (s, t') gdw. s’ Cs,t' Ct

(P, <) hat die ccc:
Sei A C P,|A| = w;y. O.B.d.A. gibt es m,n < w mit |s| = m und |t| = n fiir alle
(s,t) € A.
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Aus dem A-Lemma folgt, dafl es eine tiberabzahlbare Teilmenge B von A sowie
eine Menge r gibt derart, daB fir alle (s,t),(s',t') € B, (sUt)N (s Ut) =r.
Indem wir die Menge B ausdiinnen, konnen wir eine iiberabzdhlbare Teilmenge
C von B erhalten derart, da} fiir geeignete Mengen rg und r; gilt: wenn
(s,t),(s',t") € C,(s,t) # (s,t') soist sNs = rg,t Nt = ry. Damit sind
die Elemente aus C paarweise vertriglich und somit hat (P, <) die cce.

Fir w < a < w; sei

D, ={(s,t) € P:tNsqy # 0},

E, ={(s,t) € P:s\ a#0}.

Dann sind fiir jedes o < wy, D, und F, dichte Teilmengen von P. Sei D =
{Dy:a<w}U{E,:a<w}und sei G ein D-generischer Filter. Sei

a=|J{s:3t((s,t) € F)}.

Dann ist a C wy, |a] = wy, und fiir alle @ mit w < a < wy ist sq € G. O

25 Mengenabbildungen und unabhangige Familien

Sei k eine unendliche Kardinalzahl. Eine Menge A C P(k) heifit unabhdngig,

wenn fiir alle k, n < w mit & < n sowie paarweise verschiedene Mengen ag, - - -, a, €
A die Menge
c= ﬂaiﬂ ﬂ (k\ a;)
i<k k<i<n

von der leeren Menge verschieden ist. A heiit stark unabhdngig, wenn |c| = k.

Als Ubung moge der Leser zeigen, daff unter MA folgendes gilt: Jede maximale,
stark unabhéngige Familie tiber w hat die Méchtigkeit 2.
Man kann dieses Resultat jedoch bereits in ZFC zeigen.

Theorem 1 (Fichtenholz-Kantorovitch-Hausdorff): Seik eine unendliche
Kardinalzahl. Dann gibt es eine stark unabhdingige Menge A C P(k) mit

|A| = 2".

Beweis: Sei
I=[r]*
J = [I]<“.

Dann ist |/ x J| = k, und wir kénnen I x J mit x identifizieren. Fiir a C &
setzen wir

F,={(s,A)eIxJ:snaecA}.

Es seien k,n < w mit k¥ < n und ag,...a, seien paarweise verschiedene Teil-
mengen von k. Wir zeigen, dafl

C=(\Faunn () TUxJ\Fa)

i<k k<i<n
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die Méchtigkeit s hat.
Fiir 7 < j < n wiahlen wir z; ; € a;Aa; und setzen

d:{xi’j:i<j§n};
D={dna; i<k}

Wir zeigen:

Behauptung. Wenn D C B und dNa; ¢ B fir alle i mit &k < ¢ < n, so ist
(d,B) eC.

Beweis der Behauptung: Fir ¢ < k ist
dNa; € D C B,

also (d, B) € Fy,.
Sei jetzt k < i < n. Angenommen, (d,B) € F,,. Dann ist dNa; € B, im
Widerspruch zur Voraussetzung an B und, somit ist die Behauptung gezeigt.

Aus der Behauptung ergibt sich sofort das Theorem: Es gibt  viele B, die den
Bedingungen aus der Behauptung gentigen. Damit ist |C| = k. O

Der Leser zeige als Ubung folgendes:
Im Beweis des Theorems definieren wir fiir a C &,

Go={(s,A)eIxJ:ACP(s)ANsNa€ A}.

Man zeige, dal {G, : a C Kk} eine streng unabhéngige Familie ist.

Sei A eine Menge. Eine Funktion f: A — P(A) heifit Mengenabbildung auf A,
wenn fiir alle x € A gilt © ¢ f(z). Eine Teilmenge C' von A heifit frei bzgl. f,
wenn C' N f[C] = (0. Wir beschéftigen uns hier mit einem hinreichenden Kri-
terium an f, das die Existenz einer freien Menge der Méchtigkeit |A| sichert.
Man sieht leicht folgendes: Wenn |A| > w und fiir alle x € A ist | f(z)| = 1, so
gibt es eine freie Teilmenge der Méchtigkeit |A|. Das folgende Beispiel zeigt,
daB man die Bedingung |f(z)| = 1 nicht durch |f(z)| < |A| ersetzen kann:

Beispiel: (1) Sei x eine beliebige Kardinalzahl und f : kK — P(k) sei gegeben
durch f(a) = a. Dann besitzt k keine freie Menge mit mehr als einem Element.
Sei a < f < k. Dann ist o € f(/3), also ist {c, 3} nicht frei.

Wir geben eine kleine Anwendung von Theorem 1. Seien Uy und U; Ultrafilter
(nicht notwendig frei) {iber einer unendlichen Kardinalzahl x. Wir nennen Uy
und U; isomorph, wenn es eine Bijektion f € "k gibt mit f[Up] = Uj.

Dann haben wir:

Korollar 2: Sei k eine unendliche Kardinalzahl. Dann gibt es 22" paarweise
nichtisomorphe Ultrafilter tber k.
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Beweis: Sei A eine unabhéngige Teilmenge iiber k£ mit |A| = 2%. Fir B C A
sei

Xp=BU{k\a:a€ A\ B}.

Xp hat die sfip. Damit gibt es einen freien Ultrafilter Ugp D Xp. Fir By, By C
A mit By # B; sind Up, und Up, voneinander verschieden. Somit ist

U={Up:BCA}

eine Familie von 22" paarweise verschiedenen Ultrafiltern. Da es nur 2% Bijek-
tionen von x gibt, mufl es 22" paarweise nichtisomorphe Ultrafilter in I/ geben.
O

Von Hajnal wurde das folgende Theorem bewiesen:

Theorem 3 (Hajnal): Seien k und N\ Kardinalzahlen, k unendlich, A < k,
und sei f eine Mengenabbildung auf k mit | f(x)| < A fiir alle v € k. Dann gibt
es eine Menge C der Mdachtigkeit x, die frei bzgl. f ist.

Beweis:

Fall 1: k ist regular.

Angenommen, k enthélt keine freie Teilmenge der Méachtigkeit x. Durch trans-
finite Induktion wéhlen wir Mengen A, fir @ < A derart, da A, maximale
freie Teilmenge von & \ U,y Ag ist. Da [Aq| < K, A < k und & regulér ist, ist
fir alle « < A\, A, # 0. Sei

A= U (Aa U Uf[Aa])
a<A
Dann ist |[A| < k und somit Kk \ A # 0. Sei x € k\ A. Fiir jedes a < X ist
dann f(x) N A, # 0, andernfalls wire x U A, frei bzgl. f, im Widerspruch zur
Maximalitdt von A,. Fir jedes a < A sei z4 € f(z) N A,. Dann sind die z,
paarweise verschieden, somit ist |f(x)| > A, im Widerspruch zur Voraussetzung

an f.

Fall 2: k ist singular.

O.B.d.A. nehmen wir an, daf§ A regulér und A > ¢f (k) ist (wenn das nicht der
Fall ist, ersetzen wir A durch ein geeignetes A" > A mit den geforderten Eigen-
schaften). Sei (Ka)a<cf(x) €ine streng monoton wachsende Folge von reguliren
Kardinalzahlen mit J,. of (r) Fa = K und Ko > A. Aus den Betrachtungen in
Fall 1 folgt sofort, daB fiir jedes a < c¢f(k) eine freie Familie A, C k mit
|Aa| = Ko existiert. Wir setzen

(1) Ba = Ao\ Up<a(As UU flAg])-

Aus der Wahl der Folge (Ka)a<cf(x) folgt, daB [Ba| = kg fiir alle a < cf (k)
gilt. Durch transfinite Induktion iiber o < ¢f (k) definieren wir eine Matrix
(Caﬂ)agf(,{)ﬁo\ und eine Folge ('ya)a<cf(,£) derart, dafl fiir jedes o < ¢f (k)
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gilt:
(2) Ca,8 C Ba, |Cq | = ko fiir alle 8 < A,
(3) CapNCqy =0 fur alle 5, v < XA mit 8 # ~;

(4) f(@)NU{Csr : 7o < v <A} =0 fir alle § < o und alle
T € U7<)\ Ca -

Sei o < ¢f(A), und fiir alle 6 < a sei (Cs)y<x sowie 75 bereits konstruiert, so
daB (2) - (4) gelten mit § fir a.
Wir wollen jetzt (Co ) <) sowie 7, definieren. Dazu setzen wir fiir 6 < A

Bg:{xEBa:f(x)ﬁU{C’gﬁ:ﬂ<a,5§7<)\}:®}.

Sei fiir v < A
D, = Csn

B<a

Die D,’s sind paarweise disjunkt. Hieraus folgt mit |f(x)| < X sowie aus der
Regularitat von A, daf} fiir jedes x € B, ein § < A existiert mit x € Bg. Somit
ist By = Us-y BS.
Aus |By| = Ka, ko > A und der Regularitét von k, folgt, dafl es ein 6* < A mit
|BS"| = kq gibt. Sei 7o = 6*. Sei (C ) < eine Zerlegung von BJ™ in A viele
paarweise disjunkte Mengen der Méachtigkeit k.. Dann ist klar, da8 (2) - (4)
erfillt sind.
Mit Hilfe von (Ca y)a<cf(x),y<r SOWie (Ya)a<cf(x) 148t sich eine freie Menge der
Machtigkeit x finden:
Da A > ¢f (k) und X reguldr ist, mufl es ein v < A geben mit v, < v fiir alle
a < cf (k). Sei

C= |J Can

a<cf(k)

Dann folgt aus (1), (4) sowie daraus, daf jedes C,  frei ist, daf auch C frei ist.

Weiterhin ist |C| =}, (s) fa = £. Damit ist das Theorem gezeigt. O



